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PRZEDMOWA DO WYDANIA 1-GO.

Przystepowatem do napisania niniejszej pracy przedewszyst-
kiem z mys$lg o zapeknieniu luki, odczuwanej przez og6t studentow
Wyzszej Szkoty Handlowej w Warszawie przy nauce ArytmetykKi
politycznej.

Z tego powodu tres¢ calej pracy przystosowalem do wy-
kladu przedmiotu i, omawiajgc zwiezle czes¢ teoretyczna, zwroé-
citem baczng uwage na strone praktyczng poruszanych zaga-
dnien.

Korzystatem przytem niejednokrotnie z taskawie udzielanych
przez Pana Profesora Wiadystawa Strzeleckiego uwag i wska-
zéwek, za ktore skladam Mu serdeczne podziekowanie.

A. O.

Warszawa, w grudniu 1924 roku.

PRZEDMOWA DO .WYAD\,/A\NIA 2-GO.

Wydanie niniejsze posiada zasadniczo ukiad poprzedniego.
Réznica polega jedynie na obszerniejszem potraktowaniu dziatu

wkiadek, rent oraz kursu pozyczek.
A. O.

Warszawa, w grudniu 1928 roku.






WSTEP.

Nazwe ,Arytmetyka polityczna” wprowadzit pisarz angielski
Sir William Petty (Several essays in political arithmetic, 1683),
obejmujac nig dziedzine zagadnien ze $Smiertelnoscig zwigzanych.

Pézniej zaliczono do Arytmetyki politycznej te zjawiska
zycia panstwowego i spotecznego, ktére mozna bylo uja¢ w ra-
chunek, wiec nietylko ludnos¢, smiertelnosé, ale i dochody pan-
stwowe, podatki, stan rolnictwa i ré6znych gatezi przemystu it. d.

Hoene Wrons/ci okreslit Arytmetyke polityczng jako nauke,
majgca za przedmiot prawidta, wedtug ktérych mozna ocenia¢
sity panstwa.

Dominik Krysinski w rozprawie o Arytmetyce politycznej,
czytanej na publicznem posiedzeniu Towarzystwa Krélewskiego
Warszawskiego Przyjaciot Nauk dnia 30-go kwietnia 1814 roku,
powiada, ze... Arytmetyka polityczna przebiega i wskazuje $rodki,
jak obrachowywac przez przyblizenie lub przynajmniej w najwaz-
niejszych punktach konsumcje narodow.

Obydwaj uczeni podali tylko wiadomosci o zadaniach Aryt-
metyki politycznej, lecz nie pozostawili nam wykiadu tej nauki.
Wskazowek w tym wzgledzie poszuka¢ musimy w podrecznikach
Arytmetyki politycznej. Ponizej podajemy spis niektérych now-
szych prac z tej dziedziny.

A. Czajeivicz. Umarzanie pozyczek dtugoterminowych i nie-
ktére operacje finansowe, Warszawa, 1905.

4. B. Danielewicz i S. Dickstein. Zarys Arytmetyki poli-
tycznej, Warszawa, 1910.

A. Pawtowski. Zasady Arytmetyki politycznej, Lwoéw, 1905.

Bleibtreu. Politische Arithmetik, Heidelberg, 1853-



M. Cantor. Politische Arithmetik oder Arithmetik der tagli-
chen Lebens, Lipsk, 1898.

O. Rothbaum. Lehrbuch der politischen Arithmetik fur
hohere Handelsschulen, Wieden, 1907.

Przegladajgc te podreczniki przekonamy sie, ze Arytmetyka
polityczna nie byla i nie jest nauka jednolitg. Jest to bowiem
zbidér zastosowann matematyki do rozmaitych zagadnien, z ktérych
kazde moze stanowi¢ osobny dziat stosowany. Niektére z tych
dziatéw, jak Statystyka matematyczna, Statystyka ubezpiecze-
niowa, Rachunek prawdopodobienstwa Ilub Matematyka ubez-
pieczeniowa sg obecnie osobnemi naukami, postugujacemi sie
wlasnemi metodami. Inne znéw zagadnienia, dawniej w kursie
Arytmetyki politycznej uwzgledniane, zaliczamy obecnie do Aryt-
metyki handlowej, jak wiadomosci o miarach i wagach, pienig
dzach, wekslach, papierach wartosciowych, arbitrazach it. p.

W niniejszej pracy zajmujemy sie tylko rachunkiem pro-
centu skiladanego i jego zastosowaniem do diugoterminowych
operacyj finansowych.



Pojecia ogdlne.

Oprocentowanie wnoszonych do instytucyj finansowych
wkladéw bywa obliczane dwojako, zaleznie od tego, czy chodzi
o lokaty krotko czy diugoterminowe. W pierwszym wypadku
narosty procent bywa co pewien czas wyptacany tak, iz pier-
wotny kapitat nie ulega zmianie i procent oblicza sie zawsze
od tego samego kapitatu, w drugim wypadku narosty procent
bywa co pewien czas wigczany do kapitatlu pierwotnego i na-
stepnie oblicza sie dalej procent od kapitatu pierwotnego, zwiegk-
szonego o narosty oden od danej chwili procent. Wowczas
kapitat pierwotny z biegiem czasu wzrasta.

Procent pierwszego rodzaju nazywa sie zwyczajnym,

procent drugiego rodzaju — sktadanym.

Czynnos¢, zwigzana z doliczaniem procentéw w lokatach
dtugoterminowych nosi miano kapitalizaciji. Przyczem,
jezeli procent dopisuje sie w koncu danego okresu, mamy do
czynienia z kapitalizacja zdotu, gdy — na poczatku
danego okresu — z kapitalizacjag zgory.

W dalszym ciggu mowi¢ bedziemy tylko o kapitalizacji
zdotu.






ROZDZ1Rt I

Kapitat na procencie skiadanym.

1. OKresy roczne.

Jezeli kapitat umieszczony jest na p% Przy rocznej kapi-
talizacji zdotu na procent skladany, to jednostka jego wzrosnie

P
po roku o = » do wartosci 1 f- * = r. Gdy kapitat koncowy

kazdego roku nazywa¢ bedziemy kapitalem poczatkowym na-
stepnego roku, to otrzymamy

na poczatku 1. roku 1 w koncu 1. roku r

2 r 2 r2
. 3 ., /2 W 3,13
na poczatku n. roku r w koncn n . roku r n

Wogéle po n latach jednostka kapitalu wzrosnie do r
Gdyby kapitat poczatkowy wynosit K jednostek, to z koncem n.
roku wzréstby do kwoty

Kn= K.r"
We wzorze powyzszym wartos¢ K nazywamy wartoscia
poczatkowag kapitatu, K, — wartoscia koncowa,
r — czynnikiem oprocentowujgcym.

Wartosci czynnika r utozone sg w postaci tablicy dla kolej-
nych wartosci czasu i dla réznych stép procentowych (Tablica J).
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Przyktad 1. Ztozono do banku zZt 1000.— na procent skia-
dany przy 4°/o0 rocznie. lle odebrano po 20 latach?
Tutaj kapitat poczatkowy K = 1000.—; szukamy kapitatu
koricowego. Ze wzoru:
K, —K .r”
KiO — 1000 . r2) gdzie r = 1,04

W tablicy I. szukamy wartosci czynnika oprocentowujgcego
przy 4°/o i 20 latach: ri0 = 2,19112*). Jest to warto$¢ do jakiej
urosnie jednostka kapitalu po 20 latach przy 4°/0. Zatem
1000 jednostek wurosnie do wartosci 1000 razy wiekszej:
Ki0O = 1000 . 2,19112

KD -= zt 2191.12

Przyktad 2. Jaka jest warto$¢ koricowa kapitatu Z+ 8000.—
oddanego przy 4% na 17 lat i 3 miesigce na procent skladany?
W tym wypadku stosujemy ten sam wzoér K,, = Jun 7 tg réz-
nicg, ze warto$¢ czynnika obliczamy dla n = 171/ na zasadzie
proporcjonalnosci. Mamy wiec: Kn,5 = 8000 . r 1z5 Tablica !
daje wartosci tylko dla lat catkowitych. Bierzemy wobec tego
wartosci sasiednie dla 17 i 18 lat mieszczace miedzy sobg war-
tos¢ dla 17 1A lat.
rIr = 1,94790 (z niedomiarem)! 0,
ri8 = 2,02582 (z nadmiarem) J *
Zauwazmy, ze wartos¢ czynnika oprocentowujacego wzrasta
z czasem i wzrost ten dla 1 roku wyniesie

2,02582
~ 1,94790

0,07792
a wiec dla | roku bedzie tylko 0,07792 X i = 0,01948 t. j.

warto$é rlfbd = 1,94790 + 0,01948 = 1,96738 i ostatecznie
TT,725 = 8000 X 1,96738

KIixs = 7t 15739.04

Przyktad 3. Oddano zt 5000. — na procent skiadany
przy 3-p/o- lle otrzymano po 40 latach?
Stosujemy znany wzér Kn = K . r"

KA = 5000 . r*° przy 3*7.

*) Zadania i przyktady rozwigzywa¢ bedziemy w przyblizeniu, biorac
5 znakéw za przecinkiem.
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Znowu nie znamy tablic bezposrednich, gdyz dla stopy 3{°/0
niema wartosci czynnikéw oprocentowujgcych. Rby te wartosc
w przyblizeniu otrzymac, korzystamy z wartosci sagsiednich t.j. dla
3/0 i 4°/0, odczytanych dla 40 lat. Bedziemy mieli:

przy 3°/0i 40 latach — 3,26204 (z nadmiarem)
, 4°00i — 4,80102 (z niedomiarem)

Rozumujac jak poprzednio widzimy, ze przy wzroscie stopy
o 1% warto$é czynnika wzrosta o

4,80102
3726204

1,53898
W takim razie dla £°/° wzrost wynidstby 1,53898Xi= 0,38475,

awiec stopie 3% odpowiada czynnik 3,26204 + 0,38475 = 3,64679
dla 40 lat. Ostatecznie wiec Kw = 5000 . 3,64679

K«, = Z} 18233.95.

Przykiad 4. Do jakiej kwoty wzro$nie kapitat zt 1000.—
oddany na 12 lati 9 miesiecy przy 4|%? Ze wzoru K,, — K .rK

W tym wypadku stosujemy powyzej wskazang zasade wy-
posrodkowania dwa razy; 1) dla czasu, 2) dla stopy procento-
wej, lub w odwrotnym porzadku, wychodzac z nastepujacych
czterech wartosci:

n 4°/o 5,

12 1,60103 1,79586
13 1,66507 1,88565

1) dla 4/0 dla 5°/0
1,66507 1,88565
1,60103 1,79586
0,06404 X ? = 0,04803 0,08979 X i = 0,06734
1,60103 + 1,79586
0,04803 0"N06734

1,64906 1,86320
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5°/0 — 121 lat - 1,86320
&/ - 12» lat - 1,64906

I°’/0 — 121 lat - 0,21414
i’/0 - 121 lat — 0,10707 \ ,
4°/0 - 121 lat - 1,64906' |~

43/0 — 121 lat - 1,75613
Ostatecznie .£12/ = 1000 . 1,75613

K27 = Zt 1756.13.

albo 2) dla 12 lat dla 13 lat
1,79586 1,88565
1.60103 1.66507
0,19483X | —0,09742 0,22058 X i = 0,11029
1.60103 1.66507
0.09742 0,11029
1,69845 1,77536

13 lat - 4 % — 1,77536

12 lat - 4j°/0- 1,69845

1 rok — 4\ °/0 — 0,07691

| roku — 4\°/, - 0,01923

l1roku - 4\°, — 0,05768 )

12 lat — 441% - 1,69845 | ‘+

12]lat - a°/, — 1,75613
wiec A, 2/B= 1000 . 1,75613

Ki2’nm = Zt 1756.13 (jak poprzednio).

W przypadku, gdzie jak wyzej szukamy wartosci dla 90,
moznaby ja okresli¢, jako S$rednig arytmetyczna wartosci odczy-
tanych z tablicy. Np. dla 12 lat i 4j°/0 moznaby wyliczy¢ takze:

4% - I 1,60103
5% - + | 1,79586
3,39689 : 2 = 1,69845 dla 12 lat i 4i »/0 G w.)

We wszystkich przyktadach obliczaliSmy wartosci czynnikow
drogg dodawania poprawek do wartosci dolnych. Moznaby
otrzymac¢ te same rezultaty odejmujac odpowiednie poprawki
od wartosci gérnych.
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Przyktad 5. Kapitat z+ 1000.— wzrést do wartosci
Zt 2500.— po 35 latach. Jaka stopg procentowa zastosowano?

Na zasadzie wzoru
K, = K .rn

2500 = 1000 . r% skad
rd- 25

Szukamy w tablicy 1 w wierszu odpowiadajgcemu 35 latom
dwoch liczb mieszczacych miedzy sobg wartosé 2,5. Sa to liczby

1,99989 ktéra odpowiada 2%
oraz 2,81386 " ” 3%

Widzimy, ze wzrost stopy procentowej o 1% powoduje wzrost
wartosci czynnika oprocentowujgcego o
_ 2,81386
~ 1,99989
0,81397
Jezeli zatozy¢, ze warto$¢ czynnika wzrasta w sposob ciagly,

musi by¢ chwila, kiedy ona przechodzi przez dang wartos¢ 2,5.
Wzrost od dolnej wartosci do danej stanowi

_ 2,50000

1,99989

0,50011
Jezeli wzrost 0,81397 odpowiada podwyzszeniu stopy proc. o 1%
to » 0,50011 » " " w »X/0

1.0,50011

stad «% 0,61%
0,81397

Zatem stopa procentowa wzrosta o 0,61% t.j. wynosi
2+ 061 = 2,61%

Przyktad 6. Po ilu latach przy 4% kapitat podwoi sie?
Warunki zadania wymagaja, by kapitat koncowy Kn — 2K,
gdy K jest kapitatem poczatkowym. Zatem wediug wzoru

K, ~ K .r”
2K = K . r" skad
m—2
Szukamy w tablicach w kolumnie dla 4% wartosci czynnika

rownej 2. Warto$¢ ta miesci sie pomiedzy liczbami 1,94790
i 2,02582. Pierwszej wartosci odpowiada 17 lat, drugiej — 18.
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A wiec po uptywie jednego (osiemnastego) roku wartos¢ czyn-
nika wzrosta o

_  2,02582

*1,94790

0,07792

Zeby warto$é jego wzrosta tylko do wartosci 2, t.j. o

2,00000
1,94790

0,05210

potrzeba na to: 1 X - = 0,668 roku
0,07792

Wobec tego kapitat oddany na 4% podwaja sie po

17 + 0,668 -= 17,668 |I.
czyli po 17 1 8 mies.

Zastosowana w powyzszych 5 przykladach zasada pro-
porcjonalnosci, cho¢ nie daje rezultatéw zupetnie Scistych,
(zaktadamy proporcjonalnos$é, ktéra wcale nie zachodzi), jest
zupelnie wystarczajgca w praktycznych wyliczeniach.

Przyktad 7. Jaki kapitat wyniést przy 5% Zt 6000.—
po uptywie 15 lat?
W tym wypadku szukamy kapitalu poczgtkowego, wiec

k
K » K = 6000 6000

Zt 2886.12.
rn Ji6 207893

Poniewaz dzielenie przez czynnik r nie jest dogodne, zastepu-

jemy je mnozeniem przez —= t. Ten nowy czynnik v nazywa
r

sie czynnikiem dyskontujacym, poniewaz przy jego po-
mocy dyskontujemy warto$¢ koncowag kapitatu, poszukujac war-
tosci poczgtkowej. Wartosci tego czynnika sg podane w tablicy Il
Poniewaz warto$¢ czynnika r wzrasta z czasem i z stopg pro-
centowg, wartos¢ czynnika v bedzie maleé¢, jako odwrotnosé
poprzedniego. W naszym przykiadzie, korzystajac z 11 tablicy,
otrzymamy K = 6000 . 0,48102 = Zi 2886.12.

W wyrazeniu K ——H zastepujemy L przez vn i otrzymujemy
r m

wzor
K= Kn. vn.
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Gdy bedziemy mieli do czynienia z wartosciami dla stopy lub
czasu ulamkowego mozna stosowaé jak poprzednio zasade pro-
porcjonalnosci, z tg réznica, ze poprawki bedziemy odejmowaé
od wartosci dolnych, lub dodawa¢ do gérnych.

Przyktad 8. Rozwigzanie przykladu 5. przy pomocy
czynnika V.

Ze wzoru: K = K,, . «»; 1000 = 2500 . V'\V"' —0/4.
W tablicy Il. odczytujemy wartosci sasiednie: dla 2 °/0— 0,50003
dla 3'/* — 0,35538. Wzrost stopy o 1%/0 spowodowat spadek
wartosci czynnika o
0,50003
0,35538
0,14465

Od wartosci dolnej do danej spadek wynaosi
0,50003
0,40300
0,10003
zmiana0,144650dpowiada 1% . . O/ _1X0,10003
» 010003 ” x/0 4 0,14465
Zadana stopa jest 2 -f 0,61 = 261°/0jak w przykiadzie 5.

Wedtug dwoéch podanych wzoréw bedziemy przeprowadzac
obliczenia dla liczby okreséw do 50 wiacznie, rozporzadzajac
tablicami podanemi na koncu ksigzki. Gdyby jednak zaszia
potrzeba zastosowania czynnika r lub v w potedze wyzszej od
50, nalezatoby skorzysta¢ z pomocniczego przeksztatcenia:

dla liczby okreséow t > 50

Np. wezmy p = 4% t= 80, w takim razie
y@l) — |50 30 A80 — 50

= 7,10668 X 3,24340 = 0,14071 X 0,30832
r&= 2304882 = 0,04338

Zadanie 1 Ziozono w banku zZ+ 100.000— przy 4°/0 ra
procent skladany i na poczatku czwartego roku podniesiono
Zt 50.000.—. lle pozostato na rachunku po uphkywie 7 lat?

Arytmetyka Polityczna — 2.
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Rozwigzanie mozna przeprowadzi¢ dwiema drogami:

1) obliczyé do jakiej kwoty wzrosnie kapitat 100.000.— do
poczatku czwartego roku, czyli po 3-ch latach (do chwiii wyco-
fania sumy 50.000.—), nastepnie potracajac te sume, reszte
oprocentowac¢ na dalsze cztery lata t.j. do konica 7 roku.

2) sprowadzi¢ obydwie sumy do tego samego terminu t.j.
do konca 7. roku. Zamiast wycofa¢ wiec 50.000.— po 3 latach
odliczamy te sume wraz z odsetkami za pozostate 4 lata, do-
piero po 7 latach, od kwoty do jakiej wzrosnie 100.000.— po
7 latach. Obydwa sposoby dadzg oczywiscie ten sam wynik.
Jednak drugi sposéb jest prostszy do wyliczenia, o czem tatwo
przekona¢ sie mozna.

Podtug 1): 100000 . r3 = 100000 . 1,12486 = 112486.—
112486—50000=62486; 62486 . r«=62486 . 1,16986=

Zt 73100.-
Podtug 2): 100000 . rt = 100000 . 1,31593 = _ 131593.—
50000 . r* = 50000 . 1,16986 = 58493,—
Zt 73100.—

Zadanie 2. Pewien rachunek w banku przedstawiat sie
nastepujgco: przy otwarciu wptacono 2zt 80.000.—, po trzech
latach wycofano Zt 50.000.—, po czterech latach od dnia wptaty
wiozono Zt 20.000.—, po siedmiu latach wycofano Zt 60.000.—.
He pozostato na rachunku na poczatku dziesigtego roku, jezeli
bank oprocentowuje wkiady po 4% ?

Zadanie 3. Dtug oddany przy 3% wynosit po 10 latach
2 miesigcach Zt 120.000—. lle nalezatoby zaptaci¢, wyrownujac
ten diug juz po 4 latach?

(Odp. Zt 100.009.— dyskonto za 6 lat i 2 m.).

Zadanie 4. Kto$ pozyczyt zZt 100.000.— z tern, ze splaci
Zt 30 000.— po 3 latach, Zt 40.000.— po 6 latach i reszte po
9 latach. Ille wyniosta reszta, gdy liczono 4°/0?

(Sprowadzamy na koniec 9. roku Odp. Zt 59377.—).

Zadanie 5. Diug, ktéry przy 31a’/o wynosit po 18 latach
Zt 150.000.— sptacono trzema réwnemi ratami, po 6, 12 i 18
latach platnemi. Okresli¢ wysokos¢ raty.
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Rozwigzanie: oznaczmy przez X wysokos$¢ raty i przed-
stawmy przebieg sptaty diugu na rysunku:
e T — — = =i = = =

0 6 12 18 lat
150000

Poniewaz suma rat musi réwna¢ sie wysokosci dlugu w tym
samym terminie, mozemy napisac
150000 = Xr” + Xr*+ Xx; a = J50000_
r2-(- 1
skad okreslimy x. Moznaby sprowadzi¢ rozwigzanie do innego
terminu np. chwili zaciggniecia dilugu. Tutaj jednak ze wzgledu
na to, ze w koricu 18. roku placimy rate i wartos¢ dlugu jest
okreslona w koncu tegoz roku, termin ten jest najdogodniejszym.

Zadanie 6. Sume Zt 150.000.— zaciagnieta przy 2,4°/»
na procent skladany zaproponowano sptaci¢ dwoma sposobami:
1) albo droga dwoéch réwnych rat, ptatnych po 3 i 5 latach;
2) albo ptacac na poczatku 4. i na poczatku 5. roku po 80.000.—.
Okresli¢ wysokos¢ raty w wypadku 1. i obliczy¢, ktoére warunki
sa korzystniejsze dla diuznika.

(Odp. Zt 82.422.—, drugie).

Zadanie 7. Dtug, ktéry po latach 20 przy 3,8% rocznie
wynosit zZ+ 300.000.— zostat sptacony droga trzech rat. Z nich
pierwsza ptatna po 5 latach wynosita zt 60.000.—, druga —
ptatna po 10 latach zt 70.000.—. Czy korzystniej byloby za-
ptaci¢ po 15 latach 80.000.—, czy trzecig przypadajacg rate?
(Odp. korzystniej zaptaci¢ rate, ktéra wynosi zZt 77.321.—).

Zadanie 8. Diug, wynoszacy po 7 latach i 3 miesigcach
przy 3% Zt 120.000.— sptacono trzema ratami, z ktérych dwie
rowne byly platne po 4 i 6 latach, a trzecia w dniu splaty ca-
tego diugu wynosita Z+ 20.000.—. Okresli¢ wysokos¢ 1. raty.

(Odp. Zt 46.759.—).

Zadanie 9. Diug Zt 200.000.— umorzono przy 3% 8 ra-
tami rocznemi, z ktorych cztery pierwsze byly dwa razy mniej-
sze niz cztery nastepne. Okreslic wysokos$¢ tych rat.

(Odp. zt 19.377.—).

Zadanie 10. Czy kapitat szybciej potroi sie przy 3%. czy
podwoi przy 2% ?
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Zadanie 11. Zaciggnieto pozyczke Zt 10.000.— przy 3%
potrocznie z warunkiem sptacenia jej w trzech ratach, platnych
po 2 1 3 mies$., po 3l/zi. i 5 I, przyczem kazda rata miata by¢
dwa razy mniejsza od poprzedniej. lle wynosita 1. rata?

(Odp. Zt 6.811.44).

Zadanie 12. Zaciggnieto pozyczke 2zt 10.000.— przy
3£%, zobowigzujac sie sptlaci¢ jg trzema ratami, platnemi po
18, 28 i 38 latach. Pierwsza z tych rat wynosita 2zt 3.000.—,,
druga — Zt 7.000.—. Okresli¢c wysokosc¢ trzeciej raty.

Zadanie 13. Dtuznik moze uisci¢ sie z zobowigzania dwo-
jako: albo ptacac przy 5% P° 14£ latach 2zt 8.000.—, albo
ptacac przy 32% Zt 4.000.— po 20 latach i zZt 6.000.— po
30 latach. Ktora propozycja jest dlan obecnie korzystniejsza

i oile? (Odp. druga o Zt 237).

Zadanie 14. W jakim czasie kapitat zZt 4.000.— przy-
niesie Zt 2.000 odsetek skitadanych przy 4% rocznie?

Zadanie 15. Kapitalista ztozyt do banku 2zt 20.000.—
przy 1% kwartalnie. Po 14 latach wycofat Zt 30.000.—, ktére
podzielit na trzy réwne czesci i umiescit pierwszg na 5]%»
druga na 3%, trzeciag na 4]|%. Po 10 latach zlikwidowat swoje
interesy. lle pieniedzy otrzymat i ile zarobit wzgl. stracit na tej
kombinacji ?

Zadanie 16. Po jakim czasie przy 3% poétrocznie sto-
sunek kapitatu poczatkowego do koricoweqo wynosi 0,1 ?
(Odp. 77,9 po6tr.).

Zadanie 17. Ztozono do banku zZt 5.000.— na 4% rocz-
nie. Po 10 latach wycofano zt 7.000—. Po dalszych 10 latach
wptacono 2zt 3.000.— i wreszcie po pewnym czasie zlikwido-
wano rachunek, odbierajac Z+ 7.000.—. Okresli¢ ten czas.

Zadanie 18. Kapitalista miat otrzymaé¢ za lat dziesieé
Zt 100.000.—. Tymczasem sprzedat swa pretensje, liczac 4°/»
rocznie i cze$¢ otrzymanego kapitatu umiescit na 5% rocznie,
ktéra po 5 latach przyniosta mu wraz z odsetkami Zt 10.000.—,
za Zt 50.000.— nabyt dom, a reszte wydat na odnowienie tego
domu. He kosztowat remont domu ?
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Zadanie 19. Wypozyczono Zt 25.000.— przy 4°/0 rocznie

z warunkiem sptacenia tej sumy trzema ratami, platnemi po
5, 12 i 19 latach, przyczem pierwsze dwie raty mialy wynosi¢
po Zt 15.000.—. W terminie platnosci trzeciej raty diuznik za-
proponowat Z 6.500.—. Ille mdgtby zarobi¢ na tej zamianie?
(Odp. zt 457.—).

Zadanie 20. Zamiast sptaci¢ Zt 26.533.— po 20 latach,
uiszczono ten diug trzema réwnemi ratami, ptatnemi na po-
czatku 8. roku, w potowie 11. roku i w koricu 14. roku przy
4£%- Okresli¢c te raty.

Zadanie 21. Wierzytelno$¢ wartosci Zt 50.000.— sprze-
dano na 10] lat przed terminem ptatnosci, liczac 5°/0- Obliczy¢
dyskonto ztozone i handlowe.

Zadanie 22. Miasto ma 25.000 mieszkancow. lle miesz-
kancéw bedzie liczyto po 20 latach, jesli przyrost ludnosci wy-
nosi 2% rocznie.

Zadanie 23. Kasa oszczednosci oprocentowata wkiad
Zt 150.000.— na 3£% potrocznie, wypozyczajgc go jednoczes$nie
przy 2£1/ kwartalnie. Obliczy¢ zysk kasy po 15 latach.

Zadanie 24. Po ilu latach kapitat zZt 3.513.— bedzie
wynosit tyle, ile kapitat Z+ 5.000.— po 16 latach przy 4e/«
rocznie ?

Zadanie 25. Pewien okreg lesny obliczono na 750000 m.*
drzewa. Wiele drzewa zawierat ten las przed 15 laty, przy rocz-
nym przyroscie 3£%.

2. Stopa dostosowana wzgledna i bezwzgledna.

Gdy procent do kapitatu dolicza sie nie co rok, lecz co pot
roku, co kwartat lub co miesigc, to, jak widzieliSmy, kapitali-
zacja taka nie wplywa na zmiane postaci wzordéw juz podanych,
jezeli przyja¢, ze n oznacza liczbe pétroczy, kwartatéw lub mie-
siecy przy danej odpowiednio stopie potrocznej, kwartalnej lub
miesiecznej.
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Przyktad 9. Jaka bedzie koncowa warto$¢ Kkapitatu
Zt 1000.— oddanego na 10 lat; a) przy rocznej kapitalizacji 8%,
b) pétrocznej— 4°/Q c) kwartalnej — 2%-

Rozwigzanie: a) K10= 1000.rw = 1000.2,15893 = Z}2158.93%)
b) KD= 1000 .rd = 1000.2,19112 =zt 2191.12
C) = 1000 . = 1000.2,20804 = Zi2208.04

Z powyzszego widzimy, ze stosowaliSmy stope procentowg co-
raz to wieksza, gdyz rezultaty sg coraz wieksze. Stopa pro-
centowa tak dobrana nazywa sie stopag dostosowang
wzgledng albo nominalng. Postarajmy sie wynalezé
stope, ktéraby bez wzgledu na rodzaj kapitalizacji dala te same
rezultaty.

Jezeli ogo6lnie liczba lat jest n, to p6troczy 2n, kwartatéow
4n, miesiecy 12n, m okreséw — mn. R wiec, gdy K,, —K .rH,io

K = Kr »
poniewaz zadamy, aby Km,—K, , musi zachodzi¢ réwnosc¢
Krmmt' = Kr" lub rommH= r"

m —

rm—
rm= 1 + jm oraz im= 00
* Pm__h\}r i ostatecznie
100
,= 100 [y r-_ i
dla stopy potrocznej: | dla stopy kwartalngj:
m= 2 ippir= 100 Vr—1) m=4ipkat = 100 (y r—1)
wobec tego
stopa potroczna: stopa kwartalna:
Prer. = 100 (y' 1,08 — 1) V kwar. = 100 (V 1,08 I)
= 100 (1,0392 — 1) = 100 (1,0194 — 1)

p Pétr. =3,9230% P kwart. = 1,9426%

Tak obliczana stopa nazywa sie stopg dostosowang bez-
wzglednag Ilub rzeczywistg.

*) Z tablicy dla 8%.
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Powyzej obliczong stopg dostosowang bezwzgledng mo-
zemy okresli¢ jeszcze w przyblizeniu na podstawie tablic, sto-
sujgc nastepujace rozumowanie: przy kapitalizacji rocznej jedno-
stka kapitatlu stanowi po roku r jednostek; gdy zas$ podzielimy
ten rok na m okreséw oprocentowania, to warto$¢ jednostki
kapitatlu po roku, t. j. po tych m okresach bedzie

Wobec tego w tablicy i. w wierszu dla m okreséw szu-
kamy sagsiednich wartosci czynnika oprocentowujacego, odpo-
wiadajgcych czynnikowi r i przy pomocy interpolacji obliczamy
przyblizong stope dostosowang bezwzgledna.

Np., gdy stopa roczna jest 8°/n to

1) dla stopy po6trocznej m = 2; r29r. = 1,08 i w/g tablicy I.

n 37« 440

2 1,0609 1,0816

_1,0816 __ 1,0800 0,0191
1,0609 1,0603  0,0207 ~ 0,9227
0,0207 0,0191 3+ 0,9227 = 3,9227 V.

ppar =3,9227%

2) dla stopy kwartalnej
m = 4; rdwat = 1,08 i w/g tabl. I. analogicznie
Pkwart = 1,9419 %.
Powyzszy sposob daje w tym wypadku rdéznice z wynikiem

dokiadnym dopiero w trzecim znaku za przecinkiem, jest wiec
zupelnie wystarczajgcy w praktyce.

Gdyby chodzito o zagadnienie odwrotne, polegajgce na
obliczeniu rocznej stopy bezwzglednej dostosowanej do stopy

dla okresu réwnego — roku, wéwczas podany wzoér

pm= 100 (“V - )
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przeksztatcamy, okreslajac p:

_ Tm + 100
v 100
Tn .1
100
- r»
r = rm, poniewaz r 4-1, wiec
100
p=ioo (r; - 1)
dla stopy poétrocznej 4% dla stopy kwartalnej 2%
m= 2; p= 100 X (1,04* — 1) m= 4; p= 100 X (1,02* - 1)
Wobec tego z tablicy I. stopa roczna
p— 8,16% i p" = 8,243°/.

W obu wypadkach roczna stopa dostosowana wzgledna
wynositaby 8 %-



ROZDZIAL 1

Sredni termin.

Jezeli dhlug, ktory mozna byto sptaci¢ ratami w réznych ter-
minach nalezy sptaci¢ w catosci, ustalamy taki termin sptaty, aby
ani wierzyciel, ani dtuznik nie poniést szkody. Taki termin na-
zywa sie Srednim. Wyznaczymy go wéwczas, gdy poréwnamy
w tej samej chwili zobowigzania diuznika z pretensjami wierzy-
ciela. Majdogodniej poréwnanie to uczyni¢ w momencie zacig-
gania dhugu, albo w chwili platnosci ostatniej raty.

Przyktad 10. Nalezy zaptaci¢ zZt 5000.— po 4 latach,
Zt 7000.— po 6 latach i Zt 8000.— po 8 latach. Po jakim cza-
sie mozna wyréwnac¢ caty diug, tj. Zt 20000.— przy 5/0?

a) wartos¢ dzisiejsza

I. raty bedzie 5000 . v* = 5000 X 0,82270 = 4113.50
| DT 7030 . «= = 7000 X 0,74621 = 5223.47
nm. " 8000 . »» = 8000 X 0,67684 = 5414.72
wszystkich rat 14751.69

Ta wartos¢ jest jednoczes$nie dzisiejsza wartoscig catego
diugu zZ+ 20000.— Zatem

14751,69 = 20000 . *
vx = 0,73758
i na zasadzie proporcjonalnosci

X = 6,243 lub
X = 6 lat 2 mies. 27 dni
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b) wartos¢ w koricu 8-go roku

I. raty bedzie 5000 . rt = 5000 . 1,21551 = 6077.55
n " 7000 . r2 = 7000 . 1,10250 = 7717.50
1| I 8000 =8000.—
wszystkich rat = 21795.05

jest jednoczes$nie wartoscig caiego diugu Z+ 20000.— w tym sa-

mym czasie. W takim razie

20000 . r*~* = 21795.05
1,08975 skad
8—x= 1,757

X = 6,243 jak poprzednio.

Przykiad 11. Kto$ ma zaptaci¢ zt 5000.— po 4 latach
przy 4°/0, Zt 7000.— po 6 latach przy 3% . Zt 8000.— po 8 la-
tach przy 5/ W jakim czasie maégtby uisci¢ sie z dlugu odrazu?

Szukamy dzisiejszej wartosci wszystkich rat:

1. 5000 . v* = 5000 . 0,85480 = 4274.-
Il. 7000 . v6= 7000 . 0,83748 = 5862.36
lll. 8000 . v8= 8000 . 0,67684 = 5414.72

15551.08

Rozumujac, jak w poprzednim przykiadzie, mamy

15551.08 = 20000 . V .iiiiiieiiieennees (1)

Do rozwigzania tego réwnania brak nam stopy procento-
wej. ftby ja okreslié¢, obliczamy warto$¢ rat po 8 latach.

I. 5000 . r* = 5030 . 1,16986 5849.30
IIl. 7000 . r2= 7000 . 1,06090 = 7426.30
I1l. 8000 =_8000.—

21265.60
czyli 21265.60 = 20000 . r*— . . . . (2)

Widzimy, ze dzisiejsza wartos¢ dtugu 15551.08 wzrosta po
8 latach do 21265.60. Ze wzoru K, — K . r" okredlimy stope

procentowg, ktéra mamy zastosowac przy sptacie dilugu w jed-

nym terminie.

W wierszu dla 8 lat mamy: przy 4°/0 — 1,36857
. 3% — 1,26677
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skad poditug zasady proporcjonalnosci szukana stopa bedzie
3,99:/0 (mozna byto rozwigza¢ takze przy pomocy czynnika v).
Wreszcie okreslamy czas przy znalezionej stopie procentowej
z réwnania (1) lub (2), np. pg. (1) v* — 0,77755 wyposrodkowu-
jemy z 4 wartosci tablicy Il

3% 4*/o

6 1. 0,83748 0,79031
7 1 0,81309 0,75992

6 1. — 399% - 0,79078 * = 6,436 lub

71 — 3,9M — 0,76045 stad x - 6 lat 5 mies. 7 dni

Do tego samego wyniku doszlibysmy, wychodzac z réw-
nania (2). ,

Zadanie 26. Pewien dtug miat by¢ umorzony droga sptaty

Zt 4000.— po 4 latach i zt 6000.— po 7 latach. Tymczasem

sptacono po 2 latach Zt 5000.—. Kiedy nalezy uisci¢ resztg
w kwocie zZt 5000.— przy 4%"?

(Odp. po 10 latach, 2 mies. 1 dniu).

Zadanie 27. Kto$ zobowigzat sie zaptaci¢ diug 3 ratami

po zZt 4000.— kazda, ptatnemi co drugi rok przy 1'/& kwartal-

nie. W jakim czasie mogtby uisci¢ sie z tego zobowigzania

odrazu? (Odp. 3 lata, 11 mies. 11 dni).

Zadanie 28. Znalezé¢ $redni termin nastepujacych zobo-
wigzan: 1) zZt 50.000.— ptatne natychmiast, 2) Zt 40.000.— po
103 latach, 3) ZzZt 60.000.— po 15 latach, jezeli liczono 1°%/,
kwartalnie.

Zadanie 29. Warunki kupna majatku ziemskiego byty
nastepujgce: zZ+ 250.000.— gotéwka, Zt 150.000.— po 5 latach
i Zt 100.000.— po 10 latach przy 4% po6trocznie. Tymczasem
nabywca zaptacit Z+ 200.000.— gotéwka. Kiedy powinien zapta-
ci¢ reszte w kwocie Zt 300.000.— ?

Zadanie 30. Dtuznik zobowiagzat sie sptaci¢ zobowigzanie

w dwoéch ratach po Zt 8.000.— kazda, ptatnych po 3 i 6 latach

przy 2% kwartalnie. W terminie ptatnosci pierwszej raty diuz-

nik nie zaptacit nic, proszgc o wyznaczenie wspdlnego terminu
dla obu rat. Okresli¢ ten termin, liczac I°/0 miesiecznie.

(Odp. 11,23 mies).



ROZDZIAL Il

Kapitalizacja wktadek.

1) Wkiadki wnoszone na poczatku kazdego okresu.

Jezeli, uwzgledniajac okresy roczne, na poczatku kazdego
roku wptaca¢ bedziemy do banku jednostke kapitatu przy

to kapitat 1 wniesiony na poczatku t r. wyniesie r w koncu I. roku

r+1 ” . " . » » 2+ r . |,
r+ r+1 " . » n. ,, , rF+rr+r, |l
r'—2+ 1 " . =1 r'—4- _ r*-j-r n—1
r*-1+ _ 4"r4" 1« ” - v r«d-re—14-_ r24-r« n
Jezeli wkiadka wynosi¢ bedzie k jednostek, to, sktadajac
je na poczatku kazdego roku przez » lat, otrzymamy w koncu
n. roku
K —k (r"-j-r"~14- 4. 4-r94" 12 + 1)
albo K —kr (1 4-r4-r24-......... =i + F'~24-t"-1)

Wyrazenie, stojagce w nawiasie, jest sumg rosnacego po-
stepu geometrycznego, ktorego «j —1; a,= rn~1 g —r, wobec
jego, stosujgc wzor na sume, mozemy napisac

r«-i . 4-1

K — k skad

r—1

rr— 1

K — kr

r—1

. L rr— 1
Oznaczajac wyrazenie r . ] przez S\

r -

otrzymamy K= Kk . s*
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Czynnik S,t przedstawia wartos¢ w koncu n. roku jedno-
stek kapitatu, skladanych przez n lat na poczatku kazdego
roku i nazywa sie czynnikiem kapitalizacyjnym.

Takie same rozumowanie stosujemy, gdy chodzi o okresy
pétroczne, kwartalne, miesieczne lub tygodniowe.

Poniewaz na zasadzie poprzedniego
MN=rF Fr* (- fre-* -r’-1 (- rH

wartos¢ tego czynnika dla n lat mozna znalez¢, dodajac pierw-
szych n wartosci czynnika r (tablica 1. Gdy » = 1, S\ = r;
przy n= 2, Rl=r 4-r przy n= 3; &= r + r*-f 35 przy n—4;
S4 —r  r2+ rl+ rtitd

W ten sposOb zostala sporzadzona tablica Ill.,, podajgca
wartos¢ czynnikéw S,y dla kolejnych wartosci czasu i réznych
stop procentowych.

Przyktad 12. Jaki kapitat odbierzemy po 10 latach
przy 4% rocznie, skladajac na poczatku kazdego roku po
Zt 500.—? Ze wzoru
K=k .S\

K = 500 . -S¢§

K 500 . 12,48635

i stosujgc tablice Ill. K= Z} 6243.18

Przyktad 13, Ile nalezy skitada¢ na poczatku kazdego
roku przez lat 7 przy 3°/0, aby zebra¢ kapitat Zt 10.000.— na

koniec 7. roku.
10000 = k . SN\

k _ 10000
~ 7,89234
k = Zt 1267.05.

Przyktad 14. W jakim czasie, sktadajagc po 2zt 1000.—
na poczatku kazdego roku, zbierzemy zZi 150000.— przy 4°/0?

150000. 1000 . Si|
fti = 150.
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Znowu stosujemy zasade proporcjonalnosci

48 lat - 144,83373 _ 150,00000 5,16627 6 83335
49 , — 151,66708 144,83373 0,75
1 rok — 6,83335 5,16627 z = 48 + 0,75 = 48,75

X = 48 I. 9 mies.

Poniewaz otrzymaliSmy niepetng liczbe lat, ostatnia 49.
wkitadka procentuje nie caty rok, lecz 9 miesiecy, i nie wynosi
Zt 1000.— lecz zZt 840.—. Wartos¢ te znajdujemy, odejmujac
od kapitatlu zZt 150000.— zdyskontowanego na koniec 48. roku,
wartos¢ 43 peilnych wkiadek

150300 . uG/d= 150000 . 0,97116 = 145674.—
1000 . fi«T = 1000 . 144,83373 = 144834.—

rébznica . Vv 840.—

Przyktad 15. Przy jakiej stopie procentowej mozna
uzbiera¢ Zt 6000.— przez lat 10, odktadajac corocznie zgory
po zt 500.— ?

o -
6000 = 500 S 4% 12,48635
12 a 3*/0 — 11,80780
1% — 0,67855
12,48635 0,48635 0,67855
12,00000 0,72
0,48635 X —4 — 0,72 = 3,28%

Jezeli kapitat K, uzbierany droga n rocznych wkladek Kk,
nadal pozostawimy na procent skiadany na lat m przy tejze
stopie procentowej p°/Q woéwczas ostateczny kapitat K=K . rm
albo, podstawiajgc wartos¢ K = k . S\

K,=K.Ssi.rm

Poniewaz przy wyliczaniu trzeba bedzie mnozy¢é przez
siebie czynniki i rm ktore nigdy nie sa liczbami okragtemi,
omijamy te niedogodnos$¢ w nastepujacy sposéb. Zatézmy mia-
nowicie, ze wkiadki k byly wptacane przez lat n -f on, a nie*"w,
wtedy warto$¢ ich po n -f m latach bedzie Kit= k .

Od tego kapitatlu odejmiemy wartos¢ w tym samym czasie m
wkiadek istotnie niewptaconych, tj. Kut= k . S™\

W rezultacie otrzymamy warto$¢ n wkiladek, skapitalizowanych
na koniec n + m roku Kt= Ku — Ku lub

K = k (Sn+nj — S|
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Przykiad 16. Sktadano po Zzt 1000.— corocznie zgoéry
przez lat 8 przy 5% i tak utworzony kapitat pozostawiono dalej
na procencie skiadanym. lle otrzymano po 16 latach?

Ze wzoru

Kt= h — S~
Kt — 1000 (6a+&— &)
TT,= 1000 (24,84037 - 10,02656);

K, = Zt 1481381

Przyktad 17. Wptacano do kasy oszczednos$ci po zZt 500.—
w $Srodku roku przez lat 12. Jaki byt stan rachunku po 12 latach
przy 4 °/0 rocznie ?

Pierwszg wkiladke ZI 500.—, wniesiong w potowie pierw-
szegd roku mozemy zastgpi¢ wkiadkg wptacong na poczatku
pierwszego roku, réwng poprzedniej wkitadce zmniejszonej o dy-
skonto od niej za poét roku, t.j. Z+ 490.39 (500 . 0,98077).

Postepujac tak ze wszystkiemi wkiladkami, otrzymamy 12
wkitadek po zZt 490.39, wnoszonych na poczatku kazdego roku,
ktére mozemy skapitalizowa¢ wedtug wzoru

K= X. S\
K = 490.39 X 15,62684
K= zZ} 7663.24.

W przyktadzie 23. podatem inny sposéb rozwigzania tegoz
zagadnienia.

2) Wkiadki wnoszone w koncu kazdego okresu.

Jezeli w koncu kazdego roku wptacaé bedziemy do kasy
oszczednosci jednostke kapitatlu przy p°/0, to

w koricu I r. otrzymamy 1
na poczatku Il. roku 1 " in. " r+ 1
. . u. , r+1l .., .o 2+ -l
t » V. ,rl+r+ 1, V., . r3-fr2-fr-fl
N » N r"-8f-p—< . n—L. i M-*+ ... +r+l
» . N r'-*+...+r-1-1 A n . ="+ +H-1
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Wogble sktadajac co rok zdota k jednostek, otrzymamy
w koncu n. roku

KI= Kk (r- 1frn-2--rn-3-f"....... S Sl O )
albo K1 = A(l-j-r-j-r2-f-........ -8 + r"~2--rn-%

rn_a
poniewaz 1 -fr+ *2+ e . r"- 5 rn-3-f-r"~1= — (patrz str. 28)

Th— 1
otrzymamy K1 = k :
r —
) Cort_1
WprowadZmy oznaczenie ———T-—l = S,
r —
woéwczas Kl= k . S!g
Czynnik kapitalizacyjny przedstawia warto$¢ w koncu
«. roku jednostek kapitatu, skltadanych przez n lat w koncu
kazdego roku. Dla czynnikéw nie ukilada sie nowej tablicy,
poniewaz tablica czynnikéw S (tabl. Ill.) w zupetnosci wystar-
czy. Zwroémy uwage, ze
S¥r= 1fr+ r2-fr3+ ... + r-* fore-* + r—1
Odejmujac od obu stron réwnania po 1, otrzymamy
—1l=rfr2-Fr3-j-........... fr’~5+ r’~2+ r"-1
Prawa strona rownania na zasadzie wywodow na str. 29.
daje wobec tego — 1 — j] albo ostatecznie
Sij—Sng+ 1

Ma zasadzie tego wzoru przejScia szukajac wartosci czyn-
nika Sl dla lat n, bierzemy warto$¢ czynnika 8 dla lat n — 1
(tabl. 11l.) i dodajemy 1%)

Jezeli pomnozymy przez r obie strony réwnania

SIA = 171 412+ r3-)c o, - rH3 Pt -
to otrzymamy
#i- .r —r+ 12+ r8+ r*-f. . . -fr<2-f-r—I1+ rn
albo

SiT| . r  S% i, uwzgledniajac r 1,
S = Ssj . v

*) Gdyby dana byla tablica wartosci czynnikéw ST, znajdujemy
wartosci czynnikéw Siij ze wzoru przejscia §Tj = ............. — 1, ktory wy-
prowadzamy z réwnania = r-j-rs+ r3-f-........ - r*<+ r*, dodajac
do obu stron réwnania po 1.
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Przyktad 18. Jaki kapitat utworzg po 10 latach przy
4% wkiadki z+ 500.— wnoszone co rok zdotu 10 razy?

A'l= k. albo K1 = o5, 1]+ 1)

Po podstawieniu otrzymamy K1 = 500 . 12,00611
K1= z} 6003.06.

Biorac te same dane liczbowe co w przykiadzie 12. otrzy-
malismy wynik mniejszy. Zalezno$¢ miedzy rezultatami bedzie
oczywiscie nastepujaca: 6003,06 . r = 6243.18.

Przykiad 19. lle nalezy sktada¢ co rok zdotu przez lat 7
przy 3°/0, aby zebra¢ Zt 10000.— ?

10000 = k . SI\
10000 _ 10000

~ |+ 1 ~ 7,66246
k = Zt 1305.06.

(Dane liczbowe te same, co w przykitadzie 13. Zaleznos$¢
wynikéw 1267.05 . r = 1305.06).

Przyktad 20. W jakim czasie, sktadajgc Zt 1000.—, co
rok zdotu, uzbiera¢ mozna Zt 150000.— przy 4% ?

150000 = 1000 S',; SI* = 150

Aby wyliczy¢é czas X przy pomocy tablicy Ill., musimy
zastosowac¢ wzor przejscia — #r-ii + 1.

W naszym przyktadzie S — + 1, skad, poniewaz

= 150

to] + 1-150
= 149

na zasadzie proporcjonalnosci:

49 |I. — 151,66708 _ 149,00000
48 1 — 144,83373 144,83373
6,83335 4,16627

4,16627 : 6,83335 = 0,61
X — 1= 4861

X = 49,61 lat.

Arytmetyka Polityczna — 3.
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Przyktad 21. Wnoszono do kasy przez lat 10 co rok
zdotu po Zt 500.— i uzbierano Zt 6000.—. Jakg stope procen-

towg zastosowano ?
6000 = 500 . <Slg

SWA = 12
wobec tego Sy 1
i po obliczeniu p = 3,99®/«

Jezeli, sktadajac co rok zdotu wktadke Kk przy przez
n lat utworzymy kapitat K1, ktéry pozostawimy nadal na pro-
cencie skiadanym przez m lat, to otrzymamy:
K\ = K1 . .rm
albo (p. str. 30)
—k (S — SIN

Ze wzgledu na to, ze nie posiadamy oddzielnej tablicy
dla tych czynnikéw, stosujemy wzory przejscia

£IKfH = + 1
= $mHl + 1

i po podstawieniu ostatecznie otrzymamy:

K1 —k (Sn+tni4] Sm))

Przyktad 22. Skiadano po 2zt 1000.— corocznie zdotu
przez lat 10 przy 4%, poczem pozostawiono utworzony w ten
spos6b kapital jeszcze przez lat 5 na procencie skladanym.
lle otrzymano?

Stosujemy wzor:

K\ = k{S"~=i, - fcl)
skad Kt — 1000 (Njot-s—1] — $5-1)
- 1000 (Su\ - Si,)
= Zt 14607.27.

Przyktad 23. Inne rozwigzanie przyktadu 17. Zastgpmy
wkiadki Z+ 500.— wnoszone w s$rodku roku, na wkiadki, ktéreby
byty wptacane corocznie zdotu. Wystarczy w tym celu prze-
sunag¢ termin platnosci kazdej wkiladki o pot roku naprzod,
a wiec uwzgledni¢ procent za potrocze. Otrzymamy wtedy:

500 . r~5= 500 . 1,02 = 510 —
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Mamy wobec tego do czynienia z 12 wkiadkami po zZt 510.—

ptatnemi co rok zdotlu. Mozemy je skapitalizowaé przy pomocy

WwWzoru:
Kl = k. i
skad K' - 510 . <ij albo, stosujac tablicg 111,
K1 510 . (8M\ + 1)
Kl = 510.15,02581

- Zt 7663.16.

Wyniki obu rozwigzan réznig sie o —.08 z powodu za-
stosowania stopy wzglednej zamiast bezwzglednej.

Poniewaz zamieszczone w ksigzce tablice finansowe za-
wierajg wartosci czynnikéw tylko dla pierwszych 50 okresow,
mozemy wyprowadzone wzory stosowac tylko dla n<50. Gdyby
jednak zachodzita potrzeba obliczenia czynnikéw kapitalizacyj-
nych dla n > 50, nalezatoby korzysta¢ ze wzoru, ktory otrzy-
mujemy droga nhastepujgcego przeksztatcenia:

Gdy tablica posiada wartosci dla n okresow, a t>.n
jest liczbg okresow danych, to

= r+ r2+ r*+ eeer"~| + "+ "+l + r'+2+ e+ r'~l+ rf
= + (r'+ + 24 o= Art)
—SAA+ r"(r r2-)-..... ri—H j rl=g
i ostatecznie
Sti= Sir + rn. St§|
Analogicznie
St7j = 1-j-r-\-r*\-... rn-2-f- o S)-r+ 2+ L r'—2-(-r—
— + (rH4-r"+1 4- r"+2+ ... r'~24r'~%
=Skl+ rn@l 4r + r24 eeer'-"-24-r'~n~1)
i ostatecznie
SP= S 4-rn.
Np. przy 5°/8
£f90l = S« + r50.S*j = 1674, 33766
SIM\= g+ 50, SHoj - 353, 58370

Zadanie 31. Kto$ skladat do kasy oszczednosci przez
7 lat w koncu kazdego pé6trocza po Zt 10.000.— przy 2% po6t-
rocznie. Przez nastepne 7 lat wnosit na poczatku kazdego roku
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po zt 30.000.— przy 4% rocznie, i wreszcie na poczatku
19. roku wniést pewng sumg rowniez na 4°/, rocznie, tak aby
z koncem 20. roku otrzymac¢ Zt 600.000.—. lle wynosita jedno-

razowa wptata?
(Odp. Zt 19.497.40).

Zadanie 32. Wptacano po Zt 10.000.— w $rodku roku
przez 5 lat przy 5°/0 i po zZt 5.000.— w konicu kazdego pét-
rocza przez nastepne lata przy 3%- Jaki byt stan rachunku po
7V2 latach?

Zadanie 33. Diug Zt 100.000.— zostat umorzony:

a) przez wptacanie, poczgwszy od 5. roku corocznie zdotu
po Zt 10.000.— przez lat 3.

b) przez wnoszenie przez nastegpnych lat 7 corocznie
zg6ry po Zt 14.000.—.

c) przez wplacenie jednorazowo reszty na poczatku
16. roku.
He wtedy wptacono, liczac 3% ? (0dp. z, 2.834.86).

Zadanie 34. Ojciec, chcac zapewni¢ 10-letniemu synowi
fundusz na studja, wptacit jednorazowo Zt 1.000.— i nastepnie
w koncu kazdego pétrocza powiekszat te sume o Zt 100.—.
lle syn otrzyma po ukonczeniu 19. roku zycia, jezeli bank
oprocentowuje wkiady po 3°/0 pétrocznie?

(Odp. Zt 4.043.87).

Zadanie 35. Diug zt 25.000.— nalezy sptaci¢ przy 4°/,
pétrocznie w ciggu 12,5 lat ratami potrocznemi zdotu, z kto-
rych kazde 5 kolejnych rat jest dwa razy wieksze od poprzed-
nich 5. ile wynosi pierwsza i ostatnia rata ?

(Odp. Z+ 12326 i z+ 1.972.16).

Zadanie 36. Z kapitatu Zt 20.000.—, oddanego na pro-
cent skltadany przy 500> pobieramy co rok z dotu Zt 2.000.—.
a) ile pozostanie po 5 latach?
b) kiedy wyczerpiemy kapitat?
(Odp. a) zt 14.474.34, b) 14,211 lat).
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Zadanie 37. R\by sptaci¢ dtug 2zt 20.000.—, zaciggniety
przy 5]%, sktadano pétrocznie z dotu przy 3% potrocznie po
Zt 300.—, ptacac w ciggu tego czasu oddzielnie biezace od-
setki. Po 102 latach zaokraglono uzbierang sume wzwyz do
najblizszego pelnego tysigca, przeznaczajac jg na splate czesci
ditugu, poczem umorzono reszte dlugu dwiema ratami ptatnemi
co 2 lata przy 5|°/0 rocznie. Okresli¢ rozmiar tych rat.

(Odp. Zt 6.450.—).

Zadanie 38. Skfadano w banku po Zt 4.000.— corocznie
zdotu przez 5 lat oraz po Zt 5.000.— corocznie zgoéry przez
dalsze 5 lat. Na poczatku 16. roku wycofano ZzZ+ 40.000.—
Kiedy bedzie mozna podja¢ Zt 40.000.— po raz drugi, liczac
3]10* rocznie?

(Odp. przeszio 15 lat).

Zadanie 39. Jak diugo nalezy skitadaé¢ przy 5°/0 rocznie
po Z+ 1.000.— w potowie kazdego roku, aby uzbiera¢ kapitat
Zt 20.000.— i ile wynosi¢ bedzie ostatnia niepetna wkiadka ?

Zadanie 40. Wptacano do banku po Zt 500.— miesiecz-
nie zdolu prze cztery lata, a nadto wniesiono jednorazowo
Zt 10.000.— na poczatku trzeciego roku. Jakie byto saldo ra-
chunku po czterech latach, jezeli bank dopisywat 1% miesiecznie?

Zadanie 41. Celem uzbierania 2zt 50.000.— ztozono
w banku jednorazowo zf 10.000.—, a nastepnie wnoszono co-
rocznie zdotu po Zt 5.000.—. Ille byto wkiadek catkowitych,

jezeli bank liczyt 5% rocznie?
(Odp. szesc).

3) Zamiana wkiladek.

Przypusémy, ze wkiadke roczng k, wnoszong w koncu
roku, chcemy zastgpi¢ m ratami. Wowczas wartos¢ koncowa
m rat, wnoszonych w ciagu roku musi réwnaé¢ sie wktadce k
Oznaczmy wysokos¢ takiej raty przez X i zatézmy, ze beda
one wnoszone zdotu. W takim razie

X, . = k
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Gdyby raty miaty by¢ wnoszone zgdéry, otrzymalibysmy
.8nf — A

Natomiast, gdy wiadke Kk, wptacang corocznie zgéry, za-
stgpimy mi ratami X, piatnemi zgoéry, woéwczas

= k. T
i gdyby raty ptatne byly zdotu
X,.U e = Kkr-

We wszystkich tych wypadkach czynniki ST\ i 81nj po-
winny by¢ obliczane przy zastosowaniu stopy dostosowanej
bezwzglednej. Stosowana w praktyce stopa dostosowana
wzgledna da wyniki nieco mniejsze, jak to zobaczymy na
przykfadach.

Przyktad 24. Kto$ zamierzat wnosi¢ do kasy oszcze-
dnosci co rok zdotu po Zt 1.000.— przy 4°/0. lle musialby za-
miast tego wptacaé¢ co pétrocze
a) zdotu, b) z goéry?

Rozwigzanie: potroczng stope dostosowang bezwzglednag
dla rocznej 4°/0 obliczamy ze wzoru (str. 22)

PP6.,= 100 (v/X04-I)
Wynosi ona 1,98Yo-
Wobec tego, odpowiadajgc na pytanie pod a)
1) X, . S'jj = 1000

T+ 1
1= 495.10 %)

*)  Niescisto$¢, zresztg bardzo mata, spowodowang zastosowaniem
zasady proporcjonalnosci, mozna usuna¢, rozwigzujac przy pomocy loga-

rytmoéw: .
x . Sy = 100
r2z—1
r—1
1000 . 0,0198

X~ (1.0198)2— 1
poniewaz (1.0198)2 = 1,03999
X = 49512
Ro6znica wynikéw 0,02.
Drogi tej nie stosujemy jednak z powodu zawitych wyliczen.
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2) Gdy zastosujemy stope dostosowana wzgledng (poi
roczna 2°/, dla rocznej 4%) otrzymamy:

x\ . S'n = 1000

N — 1000

N1+ 1
- 495 05.
b) przy wkitadkach poétrocznych, wnoszonych zgoéry
1) stosujac stope dostosowang bezwzgledng

Xu . &\ = 1000
1000

- 485.49.

2) przy stopie dostosowanej wzglednej

s = 1000
1000
Xx.
S\
485.34.

Przyktad 25. Kto$ zamierza) wnosi¢ do kasy oszcze-
dnosci co rok zgéry po Zt 1.000.— przy 4%. He mogtby zamiast
tego wptacaé co po6t roku: a) zgéry, b) zdotu ?

a) Na zasadzie wzoru:

XH.Sm= T®&.r
xli . ¢2 1000 . 1,04 t.j.
wartos¢ dwoéch wkiadek pétrocznych w koncu roku musi
réwnac¢ sie wkiladce rocznej Z+ 1000.— w koncu tegoz roku.
Stad: 1) przy zastosowaniu stopy dostosowanej bezwgle-
dnej 1,98%
1000 . 1,04

X' ~  2,05979
= 504.91.

2) stosujgc stope dostosowanag wzgledng 2%
1000 . 1,04
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b) na zasadzie wzoru:

. SI2\ 1000 . 1,04

stad: 1) przy 1,98°/0
1000 . 1,04
2,0198
514.90.
2) przy 2°/0
1000 . 1,04
2,02
514.85.

Zadanie 42. Zamieni¢ wkiadki roczne Zt 1000.— skia-

dane zdotu przy 4% na kwartalne sktadane przy 1% a) zgory,
b) zdotu.

Zadanie 43. Zamieni¢ wkiadki kwartalne Zzt 2.500.—
skiadane zdotu przy 1°/0 na roczne, skiadane zgory przy stopie
dostosowanej a) wzglednej b) bezwzglednej.

(Odp. a) 9761.—, b) 9755.-).

4) Wkiadki zmienne.

Jezeli zamiast dotychczas rozpatrywanych staltych wkiladek
k przyjmiemy wkiadki k zwiekszane lub zmniejszane co dany
okres czasu o stalg rdéznice 8 w ciagu n okreséw to, zaktada-
igc ptatnos¢ zgoéry, otrzymamy:

WKLHDKI
Okres )
nleoprocentowane oprocentowane
1. k k.rn
2. K i 8 (c+8 .r-"1
3. k +28 \k+ 28) ./ -2
4. k +38 (k+ 38) .r -
n—1i. k +[n—2)8 [&+ (n—2)8 .r2
n k +(n—1)8 [¢+(l2—1)8 .r
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W ogdllnej sumie, przedstawiajacej wartos¢ korncowag K,,
oddzielnie dodajemy wktadki zasadnicze k i oddzielnie réz-
nice 5.

Am  K(ir -f rH-x+ r2--r)+
+ 3 _ (h—2)r2(w—1r]

Oznaczmy przez wyrazenie, stojgce w drugim nawiasie;

w takim razie
K, k,S,f+ o.il

Rozwinmy nastepnie ii, jak nastepuje:
fti— —
r¢1 | fM=2 | M-3 )
T—1
. m—2—1
r’~2-j- r'—3 +r2~hr r.——= =
r—1
ri—3—1
r’~3-j-___ r2-fFr r .-
r—1
r34-r2-f-r - r. 1
r—1
r2z—1
r2+ r —r.
r- 1
r- 1
r r
r—1

Biorgc przed nawias otrzymamy

il— ~ \ [rM—21--rm-24 r"~3-f-___ 4-1$+ 24- r — (w—1)]
rn—1

ale r — 1 i Sr wiec
100

a 100 r [fc - («-1i)]
\'

Wobec tego

warto$¢ skapitalizowana wkladek zmiennych platnych zgoéry

Kn k .$Si + s .100 r [$S=ij - (n-1)]
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Jezeli réwnanie powyzsze podzieli¢ przez r, otrzymamy
wartos¢ skapitalizowang wktadek zmiennych ptatnych zdotu
100
k.S'S+ 8. [S— I — (n— 1)]
p

Zauwazmy, ze przy wkladkach malejacych t.j. przy S<O
8 nie moze by¢ dowolne, gdyz przy zbyt wieikiem 8 wkiadki
mogtyby sie sta¢ ujemne, co w praktyce wysztoby z czasem
nie na wnoszenie wkladek, lecz na czerpanie z juz wilozonych.
Teoretycznie taki wypadek jest mozliwy i woéwczas wzory po-
dane mozna stosowaé¢ bez ograniczenia o jakiem nizej mowa.
Gdy méwimy jednak tylko o wkladkach, to wszystkie muszg
by¢ dodatnie, a wiec i najmniejsza z nich t.j. ostatnia

k—mnh—1) 8>0
skad

i wobec tego

Przyktad 26. Obliczy¢ kapitat uzbierany drogg rocznych
wktadek malejacych od sumy Zt 5000.— po Zt 250.— wnoszo
nych w ciggu 15 lat corocznie zdotu przy 4% rocznie.

Poniewaz k — 5000, 8 - — 250, p 4, n — 15, wiec
= 5000 . S»b5 — 250 . — 14

ale
fl'»j = 20,02359, ~ 4= 19,02359

wobec tego
K« = Z} 68.721. -

W danym razie
5000

14
Zt 357]

max. 8



ROZDZIAL IV.

Renty.

1) Piatnos¢ w koncu okresow.

Okreslmy warto$¢ dzisiejszg wktadek k, wnoszonych przy
?'/+ w koncu kazdego roku przez lat n. (Za okresy oprocen
towania przyjmijmy lata, cho¢ moga by¢ okresy inne).
Woéwczas na podstawie wzoru

K= K, .v”
Warto$¢ dzis. 1 wkiadki wniesionej w koricu I. r. bedzie kv
n L » n » ) 1 »  kv2
n . ML \Y; n | . ML n . kr3
n . «—1 n f » »n—1, » K.ou'~l
n w N > \Y » . N, » K.V

Sumujac, otrzymamy warto$¢ dzisiejszg n wkiadek k:
W kv \-fkv2 f- kv3-j-.......... G- k . v"~" - ku"
W kv 1+ V-(-V-+ eee o\V'~2+ y"~')
Wyrazenie, stojgce w nawiasie jest sumg postepu geome-

trycznego malejgcego, ktérego at — 1; a,—Vv"~uy q W\ wobec
tego

1—vVv
1—vVv”
1—V



1 v
Wprowadzmy oznaczenie V .---------- =a”i a wtedy
1—v

w k. aN

Jezeli kwota Kk bedzie oznacza¢é sume ptatng corocznie
zdotu przez instytucje finansowa, to taka sume bedziemy nazy-
waé rentg. Natomiast wartos¢ dzisiejsza takiej renty W bedzie
kapitatem, ktory nalezy wptaci¢ jednorazowo, aby uzyskac¢ prawo
do wspomnianej renty. Poniewaz czas piatnosci renty jest tutaj
ograniczony i wynosi n lat, mamy do czynienia z rentg cza-
sowg. Czynnik a, przedstawia dzisiejszg warto$¢ jednostek
kapitatu, ptatnych corocznie zdotu przez n lat i nazywa sie
mczynnikiem rentowym.

Zauwazmy, ze:

a,  VAV2GVErdsjeo V=2 e gV

A wiec warto$¢ czynnika a,) mozna obliczy¢, dodajgc
pierwszych n wartosci czynnika v (tabl. II)

Gdy n 1, «l v
n 2; ajg= Vv 4-v2
n 3;aj= V4 v-4-v2

itd

W ten sposéb iest ulozona tablica IV., podajgca wartosci
czynnikéw ar dla kolejnych wartosci czasu i réznych stép pro-
centowych.

Poniewaz ai, jest wartoscia dzisiejszg jednostek kapitatu
ptatnych w koncu kazdego roku, a ich wartosciag koncowa,
miedzy czynnikami «7 i S'§ istnieje zaleznos¢:

fnjern  Sn|
albo ST . vn

analogiczna do zasadniczych wzoréw:

Kr” K,
i K Kn . vn.
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Zalezno$¢ te wyprowadzimy z réwnania a,\— r. = ---—--

1—v
dzielgc obie strony przez v" i zastepujac czynniki v przez ~
1 rr—1
V' 1 a["’] L) rM
r
Um\. v, > l--1
v\ 1—V r
W_ g
“»l o' 1 1 'M\ ml KTi ¢ b.d o
r— 1

Przyktad 27. Za ile mozna naby¢ prawo do renty, ptat-

nej w kwocie Zt 1000.— co po6t roku zdolu przez 10 lat przy
3#M pétrocznie?

Na podstawie wzoru

H k.29
W 1000 . 14,87747
= Zk 14877.47.

Przyktad 28. Wptacono do banku 2zt 20000.— celem
pobierania przez 15 lat renty, ptatnej w koncu kazdego roku.
Jaki byt rozmiar renty, gdy bank liczyt 4°/0?

1+ k . ai5l
20000 k . 11,11839
20000
11,11839
Zt 1798.82.

Poniewaz dzielenie takie jest niedogodne, mozna je zastag-

pi¢ mnozeniem przez odwrotno$¢ czynnika rentowego t j. —
|

Wartosci te sg podane w tablicy V. W naszym przykladzie

k Ne _
»151 . >?
i oczywiscie k 20000 . 0,089941

Zt 1798.82.
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Przykitad 29. Za zt 18000.— nabyto rente, ptatng co rok

zdotu przy 5% w kwocie zZt 2000.—. lle lat ja pobierano?
Ze wzoru
W= k. ai
18000
2000

i z tablicy IV. na zasadzie proporcjonalnosci:

12 1 - 8,86325 _ 9,00000
13 1 — 9.39357 8,86325
0,53032 0,13675

0,13675 : 0,53032 = 0,258
n— 12 + 0,258

12,258 lat.

Poniewaz otrzymaliSmy niepetng liczbe lat ostatnia kwota
renty jest mniejsza. Wartos¢ jej mozemy okresli¢ jako réznice
miedzy wartosciag catej renty a wartoscig pierwszych petnych
12 kwot, poréwnywujac je w tym samym terminie.

Dzisiejszg wartos¢ 12 pelnych kwot znajdziemy ze wzoru:

W, = k. aiX
2000 . 8,86325
= 17726.50.

Poniewaz dzisiejsza warto$¢ calej renty jest Z+ 18000.—,
réznica tych dwoch liczb bedzie obecna wartoscig ostatniej

niepeinej kwoty.
18000
— 17726.50

273.50.

Natomiast jej wartos¢ w momencie wyptaty bedzie wynosi¢

273.50 . r12Z8= 497.50.

Zwykle jednak renta jest ptatna w rownych odstepach
czasu, wiec ostatnia kwota bylaby w tym wypadku wyptacona
w kornicu 13. roku w sumie

27350 X r'3
= 51573.



Przyktad 30. Przy jakiej stopie procentowej 18-ietnia
renta Zt 1000.— ptatna zdotu kosztuje zt 12000.— ?

W= k.akH
aisj = 12000 : 1000
= 12

Tablica IV. podaje wartosci czynnika dla 4% i 5% przy
18 1, mieszczace miedzy sobg wartosé 12:
1 4/, 5%
18 I. ]12,65930 11,68959

Stad szukana stopa procentowa

p = 4,68%

Gdy renta ma by¢ wyptacana w S$rodku roku, mozna jg
zamieni¢ na rente ptatng w koncu roku, stosujgc oprocento-
wanie za pot roku.

Przyktad 31. Za jakg sume mozna naby¢ rente ptatng

w ciagu 12 lat w $rodku roku przy 4% w kwocie Z+ 500.—.

Gdyby ta renta miata by¢ platna corocznie zdotu, rozmiar

jei wyniéstby 500 . r05= 500 X 1,02 = 510, a wéwczas
wartos¢ dzisiejsza 510 . = 510 . 9,38507

= Z} 4786.39 jest odpowiedzig zadania.

W przyktadzie 36. podatem inny sposob rozwigzania tegoz
zagadnienia.

2) Pfatnos¢ na poczatku okresow.
Jezeli rente w rozmiarze Kk pobieraé¢ przy p °/0 na poczatku
kazdego okresu np. roku, to

warto$¢ dzisiejsza kwoty k pobr. na poczatku I. r. bedzie k
» u ii » » e u » kv
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i wogole warto$¢ dzisiejsza takiej renty

Til k f- kv - kr2 -f-......... + kr'—2 -~ kv'"~x
albo Wl— k@ -(-v-)-Vv2+ ... vn-'2 + ]

Wyrazenie, stojgce w nawiasie, przeksztatci¢é mozna jak
na str. 43. i wobec tego

1—
Tky k .
1—vVv
1— v . .
Oznaczmy-------- przez a,/, w takim razie
1
W' k . ain

Czynnik rentowy a% przedstawia warto$¢ dzisiejszg
jednostki renty ptatnej na poczatku kazdego roku przez lat n.

Dla tego czynnika mozna nie uktada¢ nowej tablicy, po-
niewaz tablica IV. w zupetnosci wystarczy. Zauwazmy, ze

aiif 1+ V+ V2+ VFojor.m—2--ynl

odejmujac od obu stron réwnania po 1, otrzymamy
a, —1 -v-f-v2-H- S T 2 -f-vn 1
Prawa strona rownania na zasadzie wywodow na str. 44
daje a,_i, wobec tego

an an— f- 1%)

Na zasadzie tego wzoru przejscia, szukajgc wartosci a dla
lat n bierzemy wartos¢ czynnika a dla lat n—1 i dodajemy 1

Miedzy czynnikami a™f i S\ istnieje taka sama zalezno$¢,
jak miedzy a’ i'S”™ (patrz str. 44)

*)  Gdyby dana byta tablica czynnikéw a,l, szukalibySmy wartosci
czynnikéw a«T ze wzoru przejscia

arf = a-H| — 1,
ktory wyprowadzamy z réwnania
an= v-f-t-4- ... VH2 - y—t-_wn

dodajac do obu stron réwnania po 1.



1—vn
Z réwnania ac 1 dzielagc przez v", otrzymamy:

aL = ----mmm- 1

\f’ _\/ "

v 3 e rn— Sn,
- A\
) rn— 1 albo as]= S . vn
r J—
r—1

Wyprowadzmy jeszcze zaleznos$¢ miedzy czynnikami anf
i aM, analogiczng do zaleznosci miedzy Ssy i Sl7V.

Poniewaz
ay= 1+ v-J3v2 ... + V'~3+ vn-2vn-] - vn

to po pomnozeniu obu stron réwnania przez v otrzymamy

.V —vVv fv2-f8+ ... + vn=2-f v'~x-f v’

albo

i, uwzgledniajac — = r
v

an = 0jij . r

Przyktad 32. Za ile mozna nabyé prawo do renty ptat-
nej w kwocie Zt 1.000.— co p6t roku zgéry przez lat 10 przy
3°/0 potrocznie? Ze wzoru:

W' — k . a2df
1000 . [afgi + 1]
=1000 . 15,32380
= Zt 15323.80.

Biorgc te same dane liczbowe co w przykiadzie 27. otrzy-
malismy wynik wiekszy. Zalezno$¢ miedzy rezultatami jest
oczywiscie nastepujgca:

W . r = WI! wzglednie Tk = Tkl. v czyli
14877,47 X r = 15323.80

Przyktad 33. Wptacono jednorazowo Zt 20.000.— celem
pobierania przez lat 15 renty, ptatnej na poczatku kazdego roku.
Jaki byt rozmiar renty przy 4% ?

ftrvylmptvka PnlituC7na —e 4
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Podstawiajac we wzor:
W' = k. as
20000

1
=~
Q,
g
=h

otrzymamy K

~ 11,56312
- 1729.64.

Dane liczbowe wziete byly z przyktadu 28.; zalezno$¢ wynikéw
1729,64 X r = 1798,82
Wobec ptatnosci renty zgory jednorazowa wptate Z+ 20.000.—

nalezy zmniejszy¢ o pierwsza kwote wyptacong natychmiast.
W takim razie nalezy wptaci¢ tylko:

20000-1729,64 = Zzt 18270.36.

Renta ptatna zgéry nazywa sie natychmiastowa.

Przykiad 34. Za zt 18.000.— nabyto rente ptatng co rok
zgory przy 5% w kwocie Zt 2000.—. lle lat ja pobierano?
Podtug wzoru:

Wi= k . asi
3. — 18000
2000
= 9

Poniewaz nie mamy tablicy czynnikéw a”, stosujemy wzor
przejscia
anf = ij+ 1
Wiec aKT] + 1=9 czyli
i= 8

Na zasadzie proporcjonalnosci:

| dla 5°0 _ 8,30641
8,00000
101 | 7,72173
0,30641

11 1 | 830641 0,30641 : 0,58468 = 0,524

8,30641 n—1— 11 — 0,524
7,72173 - 10476
0,58468

=)
1

11,476 1
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Niecatkowita liczba lat wskazuje, ze ostatnia 12. kwota
renty jest niepeltna. Warto$¢ jej bedzie réznica miedzy warto-
Scig catej renty, a wartoscig 1l pierwszych kwot na poczatku
12. roku. Oczywiscie po 11. latach kapitat Z+ 18.000.— wzrosnie
do wartosci

18000 . r*“ 18000 . 1,71034
30786.12

a skapitalizowana warto$¢ 11 kwot renty wyniesie
2000 . /Sn = 2000 . 14,91713
= 29834.26

Réznica tych dwoéch wartosci bedzie ostatnig kwotg renty

_ 30786.12
29834.26

Zt 951.86

Przyktad 35. Przy jakiej stopie procentowej mozna naby¢

45. letnig rente, platng zgéry w rozmiarze Zz¢ 2.000.— za
Zt 50.508.54? Podiug wzoru

WL —k . an

a«i = 25,25427

albo «M = 24,25427
i z tablicy IV. p = 3/0

Poniewaz renta jest ptatna zgoéry, kasa odliczy przy wno-
szeniu przez nas sumy Zt 50.508.54, jako wartosci calej renty,
pierwsza wyptate renty t.j. Z+ 2.000.—.

Przyktad 36. Inne rozwigzanie przyktadu 31.

Rente o rozmiarze Zt 500.— ptatng w Srodku roku w ciggu
12 lat przy 4% mozemy zamieni¢ na rente platng na poczatku
roku, przesuwajgc termin ptatnosci o pot roku wstecz za po-
mocg czynnika dyskontujgcego:

500 . v>b= 490.39

Wartos¢ dzisiejsza takiej renty powinna by¢ takg sama,

jak w przyktadzie 31.

490,39 . 311 - 490,39 (ani + 1)
= Zt 4786.44.
Positkowanie sie liczbami przyblizonemi wptyneto na réz-
nice wynikéw.
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Aby obliczy¢ wartosci czynnika rentowego «n i a, dla
t > n, gdy tablica posiada wartosci dla n okreséw, postepujemy
podobnie jak z czynnikami kapitalizacyjnemi (str. 35)

ajj= v+v2-f-__ + vn-1+ V' + Vv'+1+ Vv'+2-j- + vi~1-f vl
— g\ + («"+* -f-viH2+ ... +vii1l+ V)
= a\fv". (V-j-v2 -j-....... + rev-1-f vi-")

ostatecznie
= «jj + vn. ai=ij

W ten sam sposob

at =\-\-v-\-v2-{- \vn-2-\V'~1-(-y’ +v"+1d-v"+2j- 2-f-id 4
= a« + (V" + "+ + VM2 + ... +v<2-)- Uu-1)
= anj + @A+ vE V2+ 0'-"-2+

ostatecznie
af] = aii + vn.
Np. przy 4°/0

flooj = zi5g + yI . AD = 24,26722
aeof = asoj-frI . aio] = 23,52841

3) Zamiana rent.

Gdy rente o rozmiarze rocznym k chcemy pobiera¢ w m
rocznych ratach, to warto$¢ dzisiejsza tych rat musi réwnac sie
wartoéci dzisiejszej kwoty k. Moga tu zachodzi¢ cztery wypadki:

1) kwote roczng k, ptatng zgoéry, zamieniamy na m rat
rocznych, ptatnych zgéry, wowczas

X, . am = k
gdy X, jest rozmiarem raty,

2) kwote roczng k, ptatng zgory, zamieniamy na m rat
rocznych, ptatnych zdotu

X, . anj = k
3) kwote roczng k, ptatng zdotu, zamieniamy na m rat
rocznych, platnych zgéry
Xw .a M\ — kv
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4) kwote roczng k, ptatng zdotu, zamieniamy na m rat
rocznych, ptatnych zdotu

Xw, » aH = kv

Zamiana rent jest zupetlnie analogiczna do zamiany wkia-
dek (str. 37) z ta réznica, ze, gdy tu dokonywujemy zamiany,
wychodzac z wartosci dzisiejszej, tam positkowaliSmy sie war-
toscig koncowag. Przytem stosujemy réwniez stope dostosowang
wzgledng lub bezwzgledna.

4) Renty odroczone.

Pobieranie renty niekoniecznie musi nastgpi¢ zaraz. Moze
uptyna¢ pewien czas, po ktérym rente zaczynamy pobierac,
czyli kiedy renta staje sie ptynng. Czas taki nazywa sie
czasem odroczenia renty, a renta, pltynna w ciggu okre-
Slonego czasu dopiero po uplywie czasu odroczenia, — rentag
czasowag odroczong. Na tej zasadzie renta, ptatna zdotu
t.j. w konicu kazdego roku bedzie odroczong na 1 rok.

Prawo do pobierania renty odroczonej mozna naby¢ albo
na podstawie jednorazowej wkiadki, albo na podstawie okreso-
wych wkiadek, sktadanych przez czas odroczenia.

a) Renty czasowe odroczone, nabywane na podstawie
jednorazowej wkiadki.

Jezeli po uplywie m lat mamy pobiera¢ jednostke renty
przy p°/0 przez dalszych lat n, to wartos¢ takiej renty w mo-
mencie rozpoczecia jej ptynnosci musimy zdyskontowa¢ na czas
odroczenia m, aby otrzymac¢ wartos¢ dzisiejszg takiej renty
odroczonej.

Tak obliczona wartos¢ dzisiejsza bedzie jednorazowag
wkitadka, na mocy ktérej uzyskujemy prawo do wspomnianej
renty. Oznaczmy jg przez m\a\ woéwczas na zasadzie powyz-

szego
ml3n = an| . Vm

Gdyby renta byla ptatna zdotu, moznaby napisa¢ analo-
gicznie
mMa] = a\ mvm
albo mR\\a7\= aij
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We wzorach tych mamy do czynienia z mnozeniem czyn-
nika rentowego przez dyskontujgcy. Ta niedogodno$¢ omingé
mozna na mocy nastepujgcego rozumowania.

Przypusémy, ze zamiast renty czasowej n letniej, odro-
czonej na wi lat, mamy pobiera¢ rente czasowg natychmiastowg
ptatng n-\-m lat. Jezeli od wartosci dzisiejszej takiej renty odej-
miemy warto$¢ dzisiejszg pierwszych m kwot renty istotnie przez
nas niepobranych, otrzymamy wartos$¢ dzisiejsza renty czasowej
n letniej, odroczonej na m lat.

ftibo w symbolach

ma\ —a,i . Mn
mi~t — 3T1Fm 3T )

Podobnie postepowalismy ze skapitalizowanemi wkiadkami,
pozostawionemi nadal na procencie sktadanym (str. 30).

Przyktad 37. lle nalezy ztozy¢ jednorazowo, aby po
uptywie 9 lat pobiera¢ przez 15 lat w koricu kazdego roku rente
w rozmiarze Z+ 1000.— przy 5%°?

Rozwigzanie: Poniewaz renta ma by¢ platna zdotu po
uplywie 9 lat pierwsza jej wptata przypadnie w koncu 10. roku.

Zatem jes$li za czas odroczenia przyjmiemy 10 lat, otrzy-
mamy 15 letnig rente platng zgéry. Wobec tego

W1= 1000 . loiaisf
albo H1= 1000 (a»i — afot)

Poniewaz mamy tablice czynnikéw a (tabl. IV.), zamiast
aj»} podstawimy flaj + 1 i «gj + 1 zamiast aioj
Wowczas W1 = 1000 (anif — aeij)
- 1000 (13,79864 — 7,10782)
= 1000 . 6,69082
Zt 6690.82.

ostatecznie

*) Udowodnienie tej zaleznosci polega na zwyklej przerébce alge-
braicznej. Mamy okazaé, ze

anl vy — a@n+m\ — 3«'
L 1—v- 1—cr»+» 1—»'"»
Po podstawieniu:
1—w 1—v \— v
1— «t> —1-j- «e
1—v
vm(l—uw)

__________ c. b.d o
v
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Do tego samego wyniku dojdziemy, piszgc podiug wa-
runkéw zadania, ze W = 1000 . gjaisi lub W — 1000 («2j — agf)
it d. jak poprzednio.

b) Renty czasowe odroczone, nabywane na podstawie
okresowych wkiadek.

Jezeli prawo do pobierania renty czasowej odroczonej
nabywamy na podstawie wkiadek, skitadanych co rok lub w in-
nych odstepach czasu, to wkiadki takie nazywami premjami.
Oczywiscie tylko rente odroczong mozna naby¢ drogag okreso-
wych premij, wnoszonych przez czas odroczenia.

Premje wptacamy zawsze zgory, poniewaz czas o0pro-
centowania liczy sie zawsze od chwili zlozenia pierwszej
wkiadki.

Obliczanie wysokosci premij rocznych P, skladanych przez
m lat zgéry przy p°/0 celem nabycia renty czasowej, platnej
zgory przez dalsze n lat w kwocie 1, przeprowadzamy na za-
sadzie, ze warto$¢ wniesionych premij réwna sie wartosci wy-
ptacanej renty w tym samym, dowolnym zresztg, terminie. Naj-
dogodniejszym terminem jest moment ztozenia pierwszej premji,
lub poczatek okresu ptynnosci renty.

W I. wypadku dzisiejsza warto$¢ premij, ptatnych zgory
przez m lat w rozmiarze rocznym P wynosi

P . anm\

a dzisiejsza warto$¢ renty n letniej, platnej zgory po uptywie
m lat w kwocie 1 jest

ma;, = a,,m — a

Poniewaz wartosci dzisiejsze renty i premij muszg by¢
sobie réwne, mozemy napisac, ze

P e3m — nm\3n\
albo P m3m — Bl ani
p _an.ml—amj

3nm

skad
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W Il. wypadku poréwnywujemy skapitalizowang wartos¢
premij po m latach z wartoscig renty w tymze terminie, a wiec
P « £nM\~ 3]
skad P = an™ ¥

Sm|

Przykiad 38. Przez 8 lat wptacano premje roczne celem
pobierania przez nastepnych lat 10 corocznie zg6ry rente w roz-
miarze Z} 2.000.—. Jaka byta*wysokos¢ premji, gdy liczono 4%?

l) p_ ™M
13 Sfcl
dla renty z+ 2000.—
p=2000 “-*1
B\
2000 8,43533
9,58280
= Zt 1760.52.

2) albo podiug wzoru

p _ 3mjn am

- 2000 aig ad
ad
- 2000 171 — «71
«1 + 1
12,16567 — 6,00205
= 2000
7,00205
6,16362
= 2000
7,00205
= Zt 1760.52.

*) tatwo przekonac sie, ze
ar-fm] — 3N\ 3h

N
Istotnie —ﬂé-. dzlerac przez &
aw. Sm;
* 1
Ed|

i = Sirt . vmc. b.d. o (patrz str. 49.)
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5) Renty zmienne.

Obliczmy warto$¢ renty odroczonej na m okreséw platnej
przez n okreséw przy pb0O w rozmiarze zasadniczym Kk zmien-
nym o 4 8 Bedziemy wiec mieli

KWOTY RENTY

Okres i
W terminach w chwili obecnej

ptatnosci
1 k k . vm
2 ¢4 3 (k4 8
3 k+ 28

n—1 k+(n-2)8 [k4 (n—2)3]vm+"~2
n. k+(n-1)8 k4 {n—1)8] vm+H1

Sumujemy oddzielnie szereg k i 8
W —k (Vn+ I'mt' + vim2+ ... Jvmn2 VR 4

4 8 [pmHl - 2v7+24 ... f (h—2) virn-24 (n—1) T
=k.vm@4 v+ v2+ ... 4 v'~2-)-v') 4
4 5. vm|[v-f2v2+ ... 4 (Nn—2) vH-2 -)- (n—1) VvM¥

Oznaczmy przez ii wyrazenie, stojace w drugim nawiasie;

wobec tego
W=k.vm.aY4 8.vm. i

Rozwinmy teraz wartos¢ £ jak nastepuje:

v4d v2+vs e 4 vMm-2 4 v'~] — v
1—v
l—vn-o2
t2At'4... .. A v-24 yn— = v2
1—v
1—vn-3

!84—.'.. A vn-24 v-1—

1—V
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1— v3
vn'~3-f- v* ~2 -f- i~ 1
1—v
y™“ 2 vn-\ u-2 1=V
1—-V
o1
Vn 1 y«'
1— Vv
Biorgc------- przed nawias i wykonywujac mnozenie w licz-
1—v
nikach, otrzymamy
li = N [(v-)-v2+ v3-j-  + w3 vH-2+ ) —in—1)-y']

1—v

do réznicy w nawiasach dodajmy i odejmijmy Vv’ :

9= — [(y4 83v3+ ..+ vn=3+ vn~2+ v’-1 + on) —
1—v — (w—1) . on— ou]
zauwazmy, ze
1 1 100 . r
1—o 1 1~r—1 P

a suma czynnikbw 0 w pierwszym nawiasie to a,\
wobec tego

W takim razie
warto$¢ dzisiejsza renty zmiennej odroczonej

W — R . m3ni 3. 100 . vm [a%N—n . vn]

gdy m— 0, ywl = r, otrzymamy
wartos¢ dzisiejsza renty zmiennej platnej zgoéry
. 100 . r .
w = k.asjt 3. [anj — n . vn]

dzielac przez r, otrzymamy
wartos¢ dzisiejsza renty zmiennej ptatnej zdotu

W"= k.as] + 3. 100 [aHf — n . vn]
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Jeéliby chodzito o rente malejacg, to 8 nie moze by¢
dowolne, ale musi spetnia¢ warunek, oméwiony na str. 42,
wedtug ktérego

Przyktad 39. lle nalezy zaptaci¢ za 10-letnig rente o roz-
miarze Zt 18.000.— malejgcg corocznie o Zt 2.000.— i platng
zdotu przy 5°/0 rocznie.

W" = 18000 . aiol — 2000 . 100 [a”™ - 10 . uqd
5

- Zt 75.687.-

Poniewaz w tym przyktadzie S posiada wartos¢ maksy-
malng, to w dziesigtym roku rozmiar renty bedzie réwny zeru
i wiasciwie mamy do czynienia z rentg 9-letnia.

Moznaby wiec napisaé, ze

_ 100 _
W" = 18000 . «@j - 2000 . [a8i — 9 . 9]
5

skad po wyliczeniu

wW" — Zt 75.687.— jak wyzej.

6) Renty wieczne.

Jezeli czas ptynnosci renty czasowej bedzie wzrastat nieo-
graniczenie, otrzymamy rente wieczng.

Zaleznie od terminu, w ktérym zaczynamy pobieraé¢ rente
wieczng, rozrozniamy rente ptatnag zgéry, zdotu i odro-
czong. Odpowiednie wzory wyprowadzimy ze wzoru nha rente
czasowg, zaktadajgc, ze n— > 0o, U — >o0.

Otrzymamy woéwczas

1) dla renty wiecznej ptatnej zgory
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Zauwazmy, ze 0o — — a r —1+
r 100
1
wtedy a~ -

—>> ~ 1

r

r—1

. 100 r

a,i —

2) dla renty wiecznej ptatnej zdotu (t. j. odroczonej na
Igrok)

n -
n ———> 00 p

3) dla renty odroczonej na m lat

i3] — 100 r .0

> co p

mi3n] — 100 eV

> 00 P

Z poréwnania tych wzoréw okazuje sie, ze wartos¢ dzi-
siejsza jednostki renty jest najwieksza przy rencie natychmia-

stowej czyli platnej zgéry. Wzor a nasuwa whniosek,
n — > 00 p

ze renta wieczna ptatna zdotu polega na pobieraniu procentu
od kapitatu.

Przyktad 40. Za ile mozna naby¢ rente wieczng o roz-
miarze Zt 1.000.—, ptatng corocznie przy 4°/0 a) zgéry, b) zdotu,
c) po 10 latach?

r\ . 100 r
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dla rozmiaru Zt 1000.—

. 1000
4

= Zt 26.000.-
P 100

(n\ —
n—> o

1
= OO-.lOOO
4

Z+ 25.000.—
7 100 M.

W7 - . vo . 1000

= = Z} 17.564.67

Zadanie 44. Rente roczng, ptatng zdotu w kwocie zt 1.000.—
przy 4%, zamieni¢ na rente kwartalng, ptatng przy 1% a) zgory
b) zdotu.

Zadanie 45. Rente kwartalng, ptatng zgéry w rozmiarze

Zt 3.000.— przy 1°/0 zamieni¢ na rente roczng ptatng zdotu
przy stopie dostosowanej a) wzglednej, b) bezwzglednej*

(Odp. a) zt 12.296.—, b) z+ 12.303.-).

Zadanie 46. Za jaka sume mozna naby¢ 4% rente
roczng, ptatng zdotu przez lat 10 i miesiecy 3 w rozmiarze
Zt 1.000.— ?

Zadanie 47. lle kosztowataby taka sama renta, gdyby
ostatnia kwota wynosita réwniez zZ¢ 1.000.—, jak poprzednie?

Zadanie 48. Oiciec chciat zapewni¢ 14-letniemu synowi
rente roczng ptatng po dojsciu syna do petnoletnosci przez
4 lata zgory w wysokosci zZt 3.000.—. lle powinien skiada¢ na
ten cel co rok zgéry przy 4°/0?

Zadanie 49. Zamieni¢ 6% ren.e roczng ptatng zdotu
w rozmiarze Zt 5.000.—, uwzgledniajgc stope dostowang wzgle-
dng, na kwartalng a) ptatng zdotu, b) zgory.
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Zadanie 50. Wptacano przez 10 lat corocznie zgéry po

Zt 10.000.— przy 4%, aby pobiera¢ corocznie zdotu po
Zt 10.000.— przez nastepne lata. Jak diugo pobierano rente?
(Odp. 17,649 1)).

Zadanie 51. Skiadano przez lat 8 po Zt 1.000.— co rok
zdotu, aby pobiera¢ po uptywie dalszych lat 8 przez nastepne
lata corocznie zgéry rente w podwojnej wysokosci. Jak diugo
mozna te rente pobiera¢ przy 4%? NOdp 7Q@83 ,7

Zadanie 52. Rente rocznag, ptatng przy 3% w S$rodku

roku w kwocie Zt 5.000.—, nabyto za sume, réwng wartosci
po 3 latach renty rocznej, ptatnej zdotu przy 4°/ lat 20 w kwo-
cie zZt 2.000.—. lle lat ptatna byta 1 renta?

(Odp. 5257 1).

Zadanie 53. Zamieni¢ rente roczng zt 1.000.—, ptatng
zgory przez lat 8 przy 4% na inna, platng corocznie zgéry

przez lat 16? (Odp. zt 577.82).

Zadanie 54. Czy mozna naby¢ rente roczng Z+ 1.000.—
ptatng zdotu po uptywie 6 lat przez 18 lat przy 4°/, na pod-
stawie jednorazowej wkiadki, réwnej 6-krotnej premji roczne;

ptatnej przez czas odroczenia? Jaka bedzie réznica?
(Odp. nie. Zt 388.08).

Zadanie 55. lle wyniosty po 18 latach wktadki, sktadane
przez lat 6 przy 3% corocznie zdolu i tworzgce postep aryt-
metyczny, ktérego a= 1.000; r = 1.000, wraz z wkladkami rocz-

nemi po Z 2.000.—, ptatnemi zgdry przez nastepne lat 6 przy 4%
(Odp. Zt 48.940.83).

Zadanie 56. Za ZzZt 53.412.03 nabyto rente roczna, ptatng
zgory w kwocie Zt 5.000.— przy 4]|%- He lat ja pobierano?

Zadanie 57. Po ile nalezy sktada¢ przez lat 7 na po-
czatku roku, aby pobiera¢ przez nastepne lat 7 w Srodku roku
po Z+ 1.000.— przy 3°/0.

Zadanie 58. Whktadki, wnoszone przez lat 5 corocznie
zdotu przy 4°/# w kwocie Zt 5.000.— uzupetniono suma, ptatng
na poczatku 10. roku tak, aby naby¢ prawo do renty, pobie-
ranej poczgwszy od 11. roku, corocznie zgoéry w rozmiarze
Zt 2.200.— przez lat 25. Okresli¢ wysokos¢ tej sumy.
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Zadanie 59. Rente Zt 5.000.—, pfatng corocznie zdotu
przez lat 10, zamieniono po zaptaceniu 4 pierwszych kwot, na
inng rente, platng corocznie zdotu przez lat 12. Okresli¢c wy-

sokos¢ tej ostatniej przy 4%. (0Odp. n 219280Q)

Zadanie 60. Kto$ sktadat przez lat 5 corocznie zdotu
po Zt 10.000.— i poczgwszy od poczatku 7. roku po Zt 5.000.—
przez 10 lat. Na tej podstawie nabyt rente platng corocznie
zgory przez lat 18. Okresli¢ rozmiar renty, liczac 3%.

Zadanie 61. Jaka rente, ptatng corocznie zdotu przez
8 lat i 4 mieS. przy 345 naby¢ mozna za zt 200.000.—.

Zadanie 62. Na podstawie wktadki, ktéra przed 3 laty
wynosita Z+ 100.000.— nabyto rente, platng corocznie zgory
w kwocie zZt 100.000.— i odebrano po 12 latach Zt 20.000.—.

lle lat pobierano rente przy 4%? ~Qqdp 12382 1)

Zadanie 63. Przez 16 lat wptacano co rok zdotu po
Zt 50.000.— przy 4°/0, a przez nastepne lat 6 pobierano corocz-
nie zgory po Zt 150.000.—. Jaki byt stan rachunku na poczatku
24. roku ?

Zadanie 64. Jak dlugo nalezy ptaci¢ przy 3% P°
Z+ 10.000.— corocznie zgory, wptacajac nadto jednorazowo
Zt 100.000.— po tymze czasie, aby naby¢ prawo do renty ptatnej
zgory przez nastepne lat 10 w rozmiarze Zt 20.000.— przy 4%-

Zadanie 65. Ztozono do kasy oszczednos$ci jednorazowo
Zt 100.003.—. Przez 5 lat wptacano po Zt 20.000.— corocznie
zdotlu. Przez dalsze 4 lata pobierano corocznie zgory po
Zt 50.000.—. He mozna jeszcze odebra¢ po 15 latach przy 2Ut?

(Odp. Zt 24.739).

Zadanie 66. Za zt 250.000.— mozna naby¢ rente wieczng
3% a) ptatng zgoéry, b) zdotu, c) odroczong na 5 lat. Znalez¢
rozmiar renty w kazdym wypadku.

(Odp. a) 7.281 55 b) 7.500.-, c) 8.441.43).
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Zadanie 67. Sprzedano prawo do 4°/0 renty wiecznej
ptatnej zdotu w rozmiarze 2zt 4.000.—, uzyskujac wzamian
Zt 10.000.— ptatne natychmiast, z¢ 15.000.— po 5 latach oraz
rente odroczong 20-letnig ptatng w rozmiarze rocznym Zt 8.000.—.
Okresli¢ czas odroczenia renty przy 5%.

Zadanie 68. Prawo do renty 80-letniej ptatnej zdotu
w rozmiarze rocznym Zt 10.000.— przy 4% sprzedano po 10 la-
tach korzystania z niej. lle otrzymano ?

Zadanie 69. W ciggu jakiego czasu mozna pobieraé rente
roczng platng zgéry w rozmiarze Zt 5.000.— przy 4%. nabytg
na podstawie jednorazowej wkiadki, wynoszacej Zt 100.000.—
i ile wyniesie ostatnia niepelna kwota renty?

Zadanie 70. Pobierajacy stypendjum w wysokosci zZt 600.—
kwartalnie przez 2] lat zobowigzat sie sptaca¢ ie, poczawszy od
6. roku miesiecznie po zZt 400.—, przyczem pierwsza rata byla
niepetna. Kiedy uisci swe zobowigzanie i ile wynosita niepetna
rata, jesli stosowano stope |bb miesiecznie.

(Odp. 28 rat, pierwsza Zt 240.—).

Zadanie 71. Pozyczka Zt 5.000.000.— umarzana jest przez
25 lat zmiennemi ratami przy 37%, z ktérych pierwsza jest
najmniejsza, a kazda nastepna wzrasta o Zt 40.000.—. Znalez¢
pierwszg i ostatnig rate.

Zadanie 72. Rente odroczong na 3 lata, ptatng 10 lat
w rozmiarze zZt 10.000.— przy 3% zamieniono na rente 6-letnig
odroczong na 6 lat przy 4]°/0 w rozmiarze Zt 8.000.—. ROznica
wartosci tych rent byta sptacona w trzech réwnych ratach, piat-
nych po 2, 4 i 6 latach przy 4%- Okresli¢ te raty.

Zadanie 73. Fundusz umorzeniowy pozyczki Z+ 5.000.000.—
sktadat sie z sum po zt 100.000.— kazda, wnoszonych zdotu przez
pierwsze 5 lat oraz z innych sum wnoszonych zdotu przez dalsze
10 lat. Znalezé wysokos$¢ funduszu po 10 latach przy 5%

roCznie' (Odp. Zt 2.967.720.-).

Zadanie 74. Skitadano po Zt 2.500,— co rok zdotu przez
25 lat przy 5% rocznie celem pobierania renty platnej w koncu
kazdego kwartatu przez nastepne lata w wysokosci Zt 2.500.—

przy 1% kwartalnie. Jak diugo pobierano rente?
(Odp. 65,2 kw.).
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Zadanie 75. Sprzedano prawo do renty platnej kwar-

talnie zdotu przez lat 15 w rozmiarze 2zt 3.000.—, liczac 2%
kwartalnie i umieszczono uzyskang sumag na 1% miesiecznie.
Po pewnym czasie wycofano zZ+ 200.000.—. Okresli¢ ten czas.

(Odp. 65" mies.).

Zadanie 76. Pewna pozyczka byla sptacana ratami kwar-

talnemi zdotlu w wysokosci Zt 5.000.— przez lat 5, a nastepnie

odpowiedniemi ratami rocznemi przez dalszych 5 lat. Obliczy¢

jakg czes¢ pozyczki sptacono ratami kwartainemi i rocznemi,
lkzgc 1'/, kwartalnie. (0dp. z, ,0.228._ , 73.946_

Zadanie 77. Jaka warto$¢ dzisiejsza przedstawia dom,
ktéry przynosi obecnie Zt 7.680.— rocznego dochodu i jest wolny
od podatkéw wynoszacych Zt 3.650.— na przecigg lat 15, jezeli
przyjmiemy oprocentowanie w stosunku 4°/0 rocznie.

(Odp. Zt 141.332.—).

Zadanie 78. Wptacono jednorazowo Zt 50.000.— celem
pobierania renty kwartalnej zdotu w rozmiarze 2zt 5.000.—.
Jak diugo pobierano rente i ile wynosi ostatnia niepetna kwota
renty, jezeli liczono 2°/o0 kwartalnie?

(Odp. 12-ta kwota renty wynosi Zt 1.349—).

Zadanie 79. Pewien student pobierat stypendjum w roz-
miarze zZt 250.— co miesigc zdolu przez lat 4. Po uptywie
dalszych lat 3 stypendysta zamierzat zwréci¢ pobierane po-
przednio stypendjum. Po ile powinien sptaca¢ miesiecznie zdotu
w ciggu 7 lat przy 1°/0 miesiecznie? (0dp 2zt 387

Zadanie 80. Obliczy¢ warto$¢ strat poniesionych przez
firme z powodu niezaptacenia przez dtuznika naleznosci w 4-ch
ratach kwartalnych zdotu po Zt 30.000.—, jezeli przyja¢ w obli-
czeniu 1°/0 miesiecznie.

Zadanie 8l. Jaka sume nalezy wstawi¢ do budzetu pan-
stwa, aby pokry¢ subsydjum przewidziane dla rolnikow w wy-
sokosci Zt 5.000.000.— miesiecznie zg6ry w ciggu drugiego kwar-
talu roku kalendarzowego, jezeli przyja¢ 5°/0 kwartalnie.

Zadanie 82. Pozyczke 4% sptacano zdotu ratami rocz-
nemi, wynoszgcemi 10°/0 kapitatu pozyczonego. Kiedy sptacono
pozyczke i ile zostato do zaptacenia w ostatnim roku.

(Odp. ok. 1%)e

Rriitmbpluka Pnlitur 7na R



ROZDZIAL V.

Umorzenia.

1) Umarzanie pozyczek ratami.

Towarzystwa kredytowe wypozyczajg kapitaly na zastaw
nieruchomosci na diugi szereg lat z zgadaniem umarzania takich
dtugoterminowych pozyczek zapomocag okresowych rat. Wow-
czas kapital wypozyczony przez towarzystwo jest wartoscig dzi-
siejszg rat, ktore dtuznik ma ptaci¢ w ciggu danego czasu.

Jezeli wiec wypozyczony kapitat K mamy sptaci¢ rocznemi
ratami A w ciggu n lat zdotu przy p°JO to, zgodnie z wzorem

W = k. aii
K —A. a\

skad mamy wzér na wysokos¢ raty

dn|

We wzorze powyzszym dzielenie przez &\ zastepujemy

mnozeniem przez U— dla ulatwienia obliczen. Wartosci tego
b\

czynnika, zwanego czynnikiem umorzeniowym (amorty-

zacyjnym) sa podane w tablicy V. Czynnik ~ oznacza
an
wysokos¢ raty, platnej w koncu kazdego okresu celem umo-

rzenia jednostki dtugu przy p°/0 w ciggu n okreséw.
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Przyktad 41. Wypozyczamy kapitat 2zt 100.000.— na
6 lat*) przy 4°/0, zobowigzujac sie splaca¢ go ratami rocznemi,
ptatnemi zdotu. Jaki byt rozmiar rat?

A = 100000 . —

«Bi
100000 . 0,19076190
Zt 19076.19*)

2) Plan umorzenia.

Dla dogodnosci towarzystwa i diuznika uklada sie plan
umorzenia (amortyzacyjny), w ktéorym uwidoczniamy stan diugu
w kazdym roku i sposob podziatlu kazdej wnoszonej przez diuz-
nika raty na odsetki i kwote umorzeniowg, wplywajacg na
zmniejszenie diugu.

Plan umorzenia diugu 2zt 100.000.—, ktéry ma by¢ spta-
cony 6 ratami rocznemi po Zt 19.076.19, obliczconemi w przy-
kitadzie 41, bedzie utozony w nastepujacy sposob:

Rata umorzeniowa: 19076,19

~ Stan diugu Z raty umorzeniowej Stan dtugu
o na poczatku przypada na w koricu
@ kazdego roku odsetki j kwote umoérz. kazdego roku
1 2 3 4 5

1 100000.— 4000,— 15076.19 84923.81
2. 84923.81 3396.95 15679.24 69244.57
3. 69244.57 2769.78 16306.41 52938.16
4. 52938.16 2117.53 16958.66 35979.50
5. 35979.50 1439.18 17637.01 18342.49
6. 18342.49 733.70 18342.49 —

361128.53 14457.14 100000.-

*) W praktyce czas umarzania pozyczek jest o wiele dtuzszy.
W naszym przyktadzie chodzi o unikniecie zmudnych wyliczen.

**) W dziale pozyczek mamy zwykle do czynienia z duzemi sumami,
dlatego tez stosujemy wieksza dokladnosc.
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Kazda pozycje planu umorzenia mozna sprawdzi¢ na za-
sadzie nastepujacych wilasnosci:

1) Odsetki, obliczane od coraz to mniejszego kapitatu,
corocznie malejg. Poniewaz za$ suma odsetek i kwoty umo-
rzeniowej w kazdym roku jest stata i rowna racie umorzeniowej,
kwota umorzeniowa musi z roku na rok wzrastac

Na powyzszym przyktadzie przekonamy sie o rozmiarze
tego wzrostu. Wezmy pierwszg kwote i pomnézmy jg przez r.

15076.19 X 1,04 = 15679.24

OtrzymaliSmy nastepng kwote. Analogicznie
15679.24 X 1,04 = 1630641 it. d.

Jezeli wogole oznaczymy kwoty przez

ult 17,, U3............... U,,,

zalezno$¢ miedzy niemi bedzie nastepujaca:
Z .r=Uu 2
uz2.r = U
Usd.r=u

Un— . r— Un
skad przez kolejne podstawienie otrzymamy
Cn= U, .r"-1

Zatem kwote wumorzeniowag kazdego roku
mozna otrzymaé¢ mnozagc kwote wumorzeniowa
poprzedniego roku przez czynnik oprocento-
wujacy .

Zalezno$¢ ta jest oczywista réwniez ze wzgledu na to,7ze
kazda kwota umorzeniowa platna w rok pézniej po poprzedniej
zawiera¢ w sobie musi poprzednig kwote i procent od niej za
jeden rok.

2) Zauwazmy, ze stan dlugu ostatniego roku réwna sie
kwocie umorzeniowej tegoz roku, poniewaz w ostatnim roku
umarzamy reszte dlugu. W takim razie odsetki 733.70 obliczane
od stanu diugu ostatniego roku dajg wraz z tg sumg rate umo-
rzeniowg 19076.19.

A wiec 19076.19 = 1834249 X 1,04
i wogole A= CIn.r
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t. .. mnozgc kwotg umorzeniowag ostatniego roku
przez czynnik r otrzymujemy ratag umorze

Podstawiajgc U, — Ul . r'—
otrzymamy A = . m
3) Kwota umorzeniowa w dowolnym roku m

Un= Ux. rm-I|

ale —A . vn
wiac Un—A . v' .rm1
=A. V
vm—=

i ostatecznie Um= A .

4) Stan dlugu w koncu kazdego roku mozemy okresli¢
jako wartos¢ zdyskontowang rat umorzeniowych pozostatych
jeszcze do sptacenia.

W przykiadzie naszym:
stan diugu w koricu V. roku 18342.49 - 19076.19 X «Ti

W . IV. . 35979.50 - 19076.19 X «7j

, . . . H. . 52938.16 - 19076.19 X asi
. . . ) o. . 6924457 . 19076.19 X aii
. L. 84923.81 - 19076.19 X ..,

wogéle stan dlugu w koncu m. roku (po uptywie m lat)

Km= A . dn—m

gdy diug ma by¢ sptacany w ciggu n lat.

5) Suma kwot umorzeniowych, jako zwrot diugu, musi
réwnac¢ sig wypozyczonemu kapitatowi.

6) Suma kwot umorzeniowych wraz z sumag odsetek
powinna stanowi¢ sumag wszystkich rat umorzeniowych, ktére
istotnie wptacamy. W naszym przykiadzie

100000 + 14457.14 = 19076.19 X 6
7) Poniewaz odsetki kazdego roku liczymy od stanu diugu

w danym roku, ich suma powinna stanowi¢ procent od sumy
wszystkich stanéw dlugu. W naszym przykiadzie

14457.14 = X 361128.53
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3) Umarzanie pozyczek ratami oznaczonemi.

Towarzystwa kredytowe, okreslajgc warunki udzielania po-
zyczek, zwykle podajg stope procentowa, pobierang od kapitatu
wypozyczonego i stope przeznaczong ha umorzenie diugu.
Wowczas rata umorzeniowa jest sumg okragla, natomiast liczba
okresé6w umarzania jest zwykle niecatkowita i ostatnia rata
niepetna.

Przyktad 42. Wypracowac¢ plan umorzenia dtugu zt 20.000.—,
liczac 4% rocznie odsetek i 16°/0 na umorzenie.
Rozwigzanie: rata umorzeniowa wynosi¢ wowczas bedzie
4°/0 + 16% = 20% kapitatu t. j. Zt 4.000.-.
Na zasadzie wzoru: K = A . vy
obliczymy czas, w ktérym diug zostanie umorzony

20000 - 4000 . a;j
acl= 5
skad n — 5694 lat.
Odpowiedz wskazuje, ze nalezy zaptaci¢ 5 rat peilnych
i szésta niepelng. Terazniejsza wartos¢ tej ostatniej bedzie
réwna¢ sie roznicy miedzy obecna wartoscig catego diugu
a obecna wartoscig pieciu rat peinych.

A\ wiec X — 20000 — 4000 . «§j
= 20000 — 17807.29
- 2192.71

Natomiast jej wartos¢ w terminie ptatnosci wynositaby
* . r5eM= 219271 X r56%

Zwykle jednak ptacimy ostatnia niepelng rate w koncu
najblizszego roku, tutaj wiec zaptacilibysmy jgw konicu 6. roku
X . r6= 219271 X 1,265319

= 2774.48. *)

*)  Wartos¢ ostatniej niepetnej raty mozemy obliczy¢ réwniez, spro-
wadzajgc na koniec ostatniego roku wartos¢ catego dtugu i petnych rat.
Dhug Zt 20.000.— po 6 latach wyniostby

20000 . re= 20.000 x 1,265319
= 25306.33
wartos¢ 5 petnych rat po 6 latach wynositaby
4000 (Sig§ - STj) = 4000 . Ssj
- 4000 x 5,632975
= 22531.90
wobec tego ostatnia rata wyniesie
25306.38 — 22531.90 = 2774.48.
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Plan amortyzacyjny tego diugu przybierze posta¢ naste-

pujaca:
Rata umorzeniowa 4.000.—

Stan dtugu Z raty umorzeniowej Stan dhugu
Rok na poczatku przypada na w koncu

kazdego roku odsetki kwote umorz. kazdego roku
1 2 3 4 5
1 20.000.— 800,- 3.200.— 16.800.—
2. 16.800,— 672,— 3.328,— 13.472,—
3. 13.472,— 538.88 3.461.12 10.010.88
4 10.010.88 400.44 3.599 56 6.411.32
5. 6.411.32 256.45 3.743 55 2.667.77
6. 2.667.77 106.71 2.667.77 —

2.774.48 20.000.—

Ostatnia rata wynosi
2.667.77 + 106.71 = 2.774.48.

Diuznik zaptaci: na sptate kapitatu zZ 20.000.—

tytutem odsetek ., 2.774.48

Razem Zt 22.774.48
tj. 5rat po4.000.— Zt 20.000.—
ostatnia rata " 2-774.48

Razem ZY 22.774.48

Zadanie 83. 4% pozyczke Zt 1.000.000.— umorzono
W nastepujacy sposéb: przez pierwsze cztery lata sptacano po
Zt 100.000.—, a przez nastepne lata — po Zt 300.000.—.
Utozy¢ plan amortyzacyjny dla ostatnich 3 lat.

(Odp. Ostatnia niepetna rata wynosita Zt 201.782.32).

Zadanie 84. Diug, ktéry moznaby sptaci¢ przy 4°/ sie-
dmioma ratami rocznemi, z ktorych trzy pierwsze wynosity po
Zt 100.000.—, a cztery ostatnie po Zt 300.000.—, umorzono
przy 3% ratami rocznemi, wynoszgcemi Zt 400.000.—. Wypra-
cowa¢ plan umorzenia.

(Odp. Czwarta i ostatnia niepetna rata Zt 123.480.94).
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Zadanie 85. Aby sptaci¢ dlug 2zt 1.000.000,— zacig-
ghiety przy 4°/0 tworzono fundusz umorzeniowy, skladajac przy
2% potrocznie zdotu po Zt 50.000.— i ptacac osobno biezace
odsetki. Po 5 latach zaptacono uzbierang sume, zaokraglajac
ja wzwyz do najblizszych peilnych 2z 100.000.— celem umo-
rzenia reszty przy 3°/0 ratami rocznemi wynoszagcemi 10%
kapitatu pierwotnego. Wypracowaé¢ plan umorzenia.

(Odp. Pigta i ostatnia rata wynosi Zt 32.796.05).

Zadanie 86. Stan dtugu, sptacanego przy 3% w 20 ra-
tach rocznych wynosi na poczatku 8. roku Zt 200.000.—. W ile
lat moznaby umorzy¢ to zobowigzanie przy 4%. placac po
Zt 60.000 — rocznie i ile wyniesie ostatnia rata? Utozy¢ plan
amortyzacyjny.

(Odp. Szoésta i ostatnia rata wynosi Zt 16.039.92).

Zadanie 87. Celem sptaty dtugu Zt 100.000.— zacig-
gnietego przy 4% tworzono fundusz umorzeniowy, skiadajgc
w konicu kazdego roku po Zt 2.000.— i ptacac odrebnie bie-
zgce odsetki. Po 20 latach zaptacono uzbierang sume, dodajac
Z}t 443.84 i zaczeto umarza¢ reszte diugu 10 rocznemi ratami,
z ktérych pierwsze 5 byly dwa razy wieksze niz nastepne 5.
Jaki byt rozmiar rat?

(Odp. mniejsza rata wynosita Zt 3.184.03).

Zadanie 88. Kwota umorzeniowa pozyczki, sptacanej
przy 4% w 40 rocznych ratach, wynosita w przedostatnim roku
Zt 467.118.07. Po umorzeniu pierwszych 10 rat tej pozyczki
sptacono dodatkowo Zt 736.538.72 i skonwertowano reszte na
pozyczke sptacang przy 2% ratami poétrocznemi, wynoszgcemi
Z+ 500.000.—. W ile lat umorzono dtug i ile zaptacono w ostat-
niem potroczu?

(Odp. w 20. i ostatniem potroczu zaptacono Zt 238.894.30).

Zadanie 89. Kwota umorzeniowa pozyczki, sptacanej
w 16 ratach rocznych przy 4% wynosi w 11 roku Zt 9.500.—.
W ile lat mozna umorzy¢ ten diug, placac po zZ+ 12.500.—
rocznie przy 4% ' He wyniesie wtedy ostatnia rata?

(Odp. 16. i ostatnia rata wynosi Zt 2.035.81).
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Zadanie 90. Odsetki pierwszych czterech rat umorzenia
pozyczki Zt 150.000.— sptacalnej w 15 ratach przy 400 umie-
szczano w miarg ich otrzymywania w przedsiebiorstwie na 5°/0
rocznie. Po 6 latach przedsiebiorstwo zostato zlikwidowane.
Wierzycielowi wyptacono tylko 80°/0 zitozonych sum. Jaka
sume wycofal wierzyciel z przedsiebiorstwa?

(Odp. Zt 21.125).

4) Umarzanie pozyczek wyrazonych w obligacjach.

Bardzo czesto panstwa, kraje, miasta, gminy lub prywatne
przedsiebiorstwa zaciagaja pozyczki od spoteczenstwa drogg
subskrybcji. Na zadeklarowane sumy wydajg wtedy swym wie-
rzycielom dowody zwane obligacjami lub listami zastawnemi.
Zobowiazuja sie przytem w ciagu okreslonego czasu sptacic¢
zaciggniety dlug ratami droga stopniowego wykupu tych doku-
mentéw przy pomocy losowania.

Obligacje moga by¢ wykupywane w petnej wartosci (no-
minalnej), wyzszej albo nizszej. Przy ukiadaniu planu amorty-
zacyjnego takich pozyczek musimy pamieta¢, aby kwoty umo-
rzeniowe byly wyrazone w sumach zaokraglonych, odpowiada-
jacych sumom, na jakie wydano obligacje.

a) Wykup podiug wartosci nominalnej.

Przyktad 43. Miasto zacigga pozyczke Zzt 100.000.—,
wyrazong w 1000 obligacjach po Zzt 100.—, zobowigzujac sie
sptaci¢ jg w przeciggu 6 lat przy 4%- Utozy¢ plan amortyza-
cyjny pozyczki.

Rozwigzanie: Rata umorzeniowa tej pozyczki

A — 19076.19 (patrz przyktad na str. 67)

plan umorzenia bedzie nastepujacy:
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Rata umorzeniowa: 19076.19
Kwota UNMO-

. \Q < -,
Stan dtu- Z raty umorzenio- rzeniowa, Podlega umo- ‘@ & © ég_é
gunapo- Wwej przypada na zwiekszona rzeniu = 2538
tku 0 pozosta- u% NToEd
kCZQd kWOte to$é z roku obli 8L g_ 298,
azaego H poprzedn. N o~ onN
odsetki umorze- . nasume o P Ry
cé roku niowa Zgri‘cergtk gacyj achHh ggag
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1. 100000,— 4.000— 1507619 1507619 150 15.000.- 7619 7924
2. 85.000- 3400— 1567619 1575543 15/ 15700— 5543 57.65
3 69.300— 2772— 1630419 16361.84 163 16.300— 6184 6431
4. 53.000.- 2.120— 1695619 1702050 170 17.000— 2050 21.32
5. 36.000— 1440— 1763619 1765751 176 17.600— 5751 5981
6. 18400— 736— 1834019 18.400— 184 18400— - —

1.000 1.00000 —

Jezeli reszta wypadnie wieksza od potowy na jaka wydano
obligacje (tutaj wiecej niz 50 zt.) mozna jg zaokragli¢c wzwyz
zamiast zostawia¢ do nastepnego roku, odliczajagc w nastepnym
roku odpowiednig nadwyzke.

Zadanie 91. Wypracowa¢ plan umorzenia serji 1 10®0
polskiej Pozyczki Kolejowej, gdy wiadomo, ze suma pozyczki
wynosita fr. zt. 100.000.000.—, oprocentowanie 5% pétrocznie,
amortyzacja w ratach poétrocznych, poczawszy od 1 sierpnia
1924 r. przez lat 10, przyczem pozyczka jest wyrazona w obli-
gacjach, z ktérych najmniejsze opiewajg na 10 fr. zt.

(Odp. 20. kwota umorzeniowa Zt 7.642.160.—).

Zadanie 92. Wypracowaé¢ plan umorzenia pozyczki
Zt. 1.000.000.— wyrazonej w obligacjach po zt 100.— kazda i za-
ciggnietej przy 3% na lat 40 dia pierwszych dwodch lat. Obli-
czy¢ nastepnie w ciggu ilu lat mozna umorzy¢ reszte pozo-
statg po zaptaceniu 20 pierwszych rat, sptacajac rocznie po
Zt 100.000.—, i ile obligacji pozostanie na ostami rok.
(Odp. w 8. roku nalezy umorzy¢ resztg tj. 261 obligacyj)

Zadanie 93. Znalez¢ warto$¢ dzisiejszg wszystkich obli-
gacyj pozyczki Z+ 1.000.000.— umarzalnej przez 20 lat przy 4%
oraz dzisiejszg wartos¢ odsetek pozyczki i ustali¢ w jakim sto-
sunku znajdujg sie te wartosci do sumy pozyczki.

(Odp. Zt 645.803.- i zZt 354.197.—).
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b) Wykup poditug wartosci wyzszej niz nominalna.

Jezeli pozyczka ma by¢ splacana podiug wartosci wyzszej
niz nominalna, ustala sie te nadwyzke w procentach wartosci
nominalnej albo w utamku kwoty umorzeniowej. Oznaczmy
ten dodatek przez a (np. dodatek 20% jest 1 kwoty umorze-

niowej i a = |]). Jezeli tak jak poprzednio K bedzie oznacza¢
sume pozyczki, A — rate catkowita, p — stope procentowa,
Uu U2 % ....... U,, — kwoty umorzeniowe, to przy i = ---—--

bedziemy mogli napisaé, ze

W pierwszym roku

A=K .iNIt+ a. Uy

w drugim roku

A —Ky .if-U2A-a. U2

Z powyzszych dwoch réwnan wyznaczymy kwoty umorze-
niowe Uy i U2 i znajdziemy stosunek pomiedzy niemi.

Otoéz
A—Ky .i
14
lecz Ky = K — Uy, wiec
A— (K—Uy .i
1+ «

albo podstawiajgc wartos¢ Uy, otrzymamy

1+ «
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i w dalszym ciggu

A—K i+ A .1 —K.i2
*
U2 = 14
1+ «
A -f-—e- — K. I — -
14 « _ 1+ a
1+ *
—AQ4——)-K 1+ —
4- a/ \ 1+ a
14 a

-g+('+rh)

Wobec tego
u* - 1+ —i—
Uj 1+ a

Tymczasem przy umarzaniu wediug wartosci nominalnej

= r, gdzier = 14 *

Wprowadzmy oznaczenie

= +
= \* 142
woéwczas
14*
L. . . \Y
uwzgledniajac i — ------- oraz i,— 1 , otrzymamy nowag
100 100
stopg oprocentowania
Pi
14 *

Obliczmy teraz ratg catkowitg A w zaleznosci od dodatku *
i stopy rzeczywistej

Poniewaz K = Ut 4 U24- U34-......... 4 Un
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W -u!
i/, = .,
i7, =i/l. r2
4 =i/l. r3
i/l *»z"-2
U, = W.r" -1
mozemy napisac, ze
K—Ux@@+r,+ r2+ r,3-j-....... + r,"-2+ r/-1)
a wiec

* = tni - 8,D\

Poniewaz
A=K .i+ U{+ a. £X

wiec po podstawieniu wartosci Z7X

A=K . i4— 1+ «)
V «i
. - r 1
Uwzgledniajac i — (r,—1) (1 + a) oraz = =
r,— |
otrzymamy, ze
A=K [rh—1 Q@+ a+ @+ ]
r'— 1
(rh,—1 )+ (rn—1

=K .+ a) . 1
r, —

W dalszym ciggu
(ry_ i) (< -1+1)
A—K . @a-f*.
r,«---1
rn. (rhr—171

= Br.(1+ . P 1

i ostatecznie

fl= K.+ a

®,n|

Wezmy naprzéd przykltad pozyczki niewyrazonej w obli-
gacjach.
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Przyktad 44. Pozyczke Zzt 500.000.— nalezy umorzy¢
w przeciggu 10 lat ratami po6trocznemi z 25% dodatkiem przy
2|% potrocznie. Utozy¢ plan umorzenia.

Rata catkowita takiej pozyczki

1
A=K @1+ a . - przy stopie = - n
«,«[ 1+ a
Poniewaz p, = ——
1,25
Pi =2 %,
to ~ = 500.000 X 1,25 . ——

«20j przy 2%
625.000 X 0,06115672
38.222.95.

Ma podstawie tej raty catkowitej ukiadamy plan umorze-
nia majgc na uwadze, ze w kazdem poétroczu réznica miedzy
ratg catkowita A i odpowiedniemi odsetkami, liczonemi przy
2£%, dzieli sie na kwote umorzeniowag i dodatek w stosunku
jak 4 do 1.

skad R

Rata umorzeniowa 38.222.95

Z raty umorzeniowej Z sumy B
g Stan diugu przypada na przypada na Stan diugu
na .
. kwo w koncu
poczatku  odsetki " reerions 25% a .
o] < & dodatek  umorzen. Otrocza
0. pOl'rOCZa (2Va%) wdrgzd 7(;5)0/0 ' ‘51 p
1 2 3 4 5 6 7
500.000.— 12.500.- 25729 514459 2057836 479.421.64

479421.64 1198554 26.237.41 524748  20.989.93 45843171
458431.71 1146079 26.76216 535243  21.409.73 437.021.98
437.021.98 1092555 27.29740 545048  21.837.92 41518406
415184.06 1037960 2784335 556867 2227468 392.909.38
392.909.38 9.822.74  28400.21 568004 2272017 37018921
370.189.21 925473 2896822 579364 2317458 347.014.63
347.014.63 867537 2954758 590952 2363806 323.376.57
323.376.57 808442 3013853 602771 2411082 299.265.75
299.265.75 748164 3074131 614826 24593.05 274672.70
274.672,70 6.866.83 31.356.12 627122 2508490 249.587.80
249.587.80 623069 3198326 639665 2558661 224.001.19
224.001.19 560003 3262292 652458 2609834 197.90285
197.902.85 494757 3327538 665508 26.620.30 171.28255
171.282.55 4282.07 3394088 6.78818 27.152.70 144.129.85
144 120.85 360325 3461970 6.92394 2769576 116.434.09
116.434.09 291085 3531210 7.06242 2824968 8818441
18 8318441 220461 36.01834 7.20367 2881467  59.369.74
19  50.369.74 148425 3673870 734774 203909  29.978.78
20. 2097878 74947 3747348 749470 29.978.78 —

139.459,— 125.000.— 500.000,—

RERRERBRSESoo~nonrwn-
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Kazdg pozycje powyzszego planu umorzenia moznaby
zgory wyliczy¢ na podstawie nastepujacych wiasnosci:

1) Kwoty umorzeniowe wzrastajg w stosunku czynnika r,

przy stopie procentowej pl i wobec tego, zgodnie
Z wzorami poprzedniemi, napiszemy, ze
Un=di = r"-1

2) Majac na uwadze dodatek a, mozemy podaé¢ zalez-
nos¢ miedzy kwotg umorzeniowag ostatniego okresu
i ratg catkowitg

fl=Cn.@Q+ o0 .r.
albo, podstawiajgc wartos¢ Un,
ft=Ck. @1+ a .r»

3) W takim razie kwota umorzeniowa w dowolnym okresie m

Um= U\ . r;—i
A mvin
lecz Ui =
1+ *
. A .v," . rm1
wiec i/» =
1-f a
. . n
i ostatecznie
~1 + a

4) Stan dlugu w koncu kazdego okresu bedzie mozna
okresli¢ jako réznice miedzy stanem poczatkowym K
a wartoscig skapitalizowang kwot umorzeniowych juz
sptaconych.

Zatem stanu diugu po m okresach (na poczatku m f 1

okresu)
Km= K — a, .S/m!

Stan dlugu Km mozemy jeszcze wyrazi¢, jako wartosé
zdyskontowang rat pozostatych do sptacenia. W tym celu we
wzOr powyzszy podstawimy wartos¢ Up.

1+ «
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lub, uwzgledniajgc v” = vtm. u”-"' oraz
V? .S = aMB napiszemy
A . Vh-m a—
Km==K —
1-f a
lecz ma’\= (g1 ®»—m. a wiec
Kme=K — &+ e m)
1+ a
A o g/
Poniewaz X = 97!
1 + «
Zatem Km= — °a/d "/ —w)
1+ a i -j-a
- /\/h_n’]
i ostatecznie Km = R
1+ *

5) Zastanéwmy sie jeszcze nad wartoscia dodatkow.
Jezeli dj oznacza¢ bedzie kwote dodatku 1. okresu, to
wartos¢ skapitalizowana wszystkich dodatkéw, wypta-
canych w ciggu n okreséw bedzie stanowi¢ a czes¢

diugu K\
d™M+dIrin-dlir+ dIrii+ ... -fdx.r/ -3)-t/1.r,m=2\dx.r ~I= K . a
albo dx . js/if — K . a
skad g —.K.a
S/Sj

Mby otrzymac¢ warto$¢ dzisiejsza dodatkéw nalezy je zdy-
skontowa¢ na odpowiedni okres czasu

W=dx.vA4 dIr/.veAdj.r,2.vB+....+d1.r "~2.v/~"+ dl.rf-1vIH

po uproszczeniu
W = dvt-f- . dx,A+dj . vt-\-....+ d TA-f-ddv,-(-<ivI

skad W=n.d .v,
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Wreszcie warto$¢ dodatkow pozostatych do zaptacenia
po m okresach bedzie réwna n— m— krotnej wartosci dodatku

po m okresach d,, —d . r™, zdyskontowanej na jeden okres

Wm= (n—m) .di . r1-1
Nalezy przytem zauwazyé¢, ze wysokos¢ dodatku w m.
okresie d,, = . ™ mozna takze obliczy¢ ze wzoru dm—a . Um

po podstawieniu wartosci U,,,:

dm = .. Vn—

W takim razie

d, = ALV
1+ a
i wobec tego
a
W = n N A NV b |
T+~*
oraz
Wm = (n —m) . — . fl
1+ a

Przyktad 45. Pozyczke 2zt 500.000.— wyrazong w obli-
gacjach po ZzZt 100.— kazda nalezy umorzyé¢ ratami pétrocz-
nemi w ciggu 10 lat przy 2]°/o0 potrocznie, ptacac przy wykupie
Zt 125,— za kazda obligacje. Utozy¢ plan umorzenia.

Poniewaz dane liczbowe sg te same co w przykiadzie po-
przedzajagcym, bierzemy rate umorzeniowg A — 38.222.95, pamie-
tajac przy uktadaniu planu o zaokraglaniu kwot umorzeniowych
do pelnych setek a dodatkéw do peinych 25-tek.

Pozostatos¢ z kazdego poétrocza dodatnig lub ujemng opro-
centowujemy-przy Pi= - v =2 °/0 W ostatniem po6troczu
1+ a

otrzymamy groszowe reszty z powodu koniecznych zaokraglali.

Arytmetyka Polityczna — 6.
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Pétrocza

=1

-

OADCO-JCTiUIM.LOrNJAOUDCD-~JO'iUIN-LOrvJ3*—

fu —

Rata umorzeniowa: 38.222.95

_. 1
Z raty N E m,.w .n_vlm - :nmomNQmﬁ_‘wm.owna _”My
Stan umorzeniowej przy- mm : wM : WN w:mﬂmw Nm an__.mmwm:_c_.:oH 25% Stan cze mwnmzu;._é
dtugu pada na cenges przyp ’ u dodatek ujemna
Kwota SSZEls — wyptaca- dtugu
na o & 2,588 P o kwotg na sumes NY Przy  w koricu z oz
poczatku 00E « umorzen, >e . . =f . = o umorzen. ©7! L wykupie kwoty
wraz 828 ¢~ ° < . nomi- - f A o o
potrocza |27 ., Sl L e ~ Obligacyj potrocza  ymo-  ° ¢
: zZ25% 38iis35: : =79 nalng R
dodatk. ¥ w~w~wos ; | * A
e 5 s g 3 8 - o i e 3
-
500.000—  S90 - 2572295 2572295 514459 20578.36 m& 208 J¥  479.400— oy 5
479.400— 207 - 26.237.95 26.210.36 524207 20.958.29 m Slogy D20 ' 458400— Blx| a3
458.400.— So - 2676295 2572252 534450 2137802 & °lip  3gR - 437.000. - T8 4
A3T000— 995 - 2720795 27.26092 545398 2181594 B8 lfm DM < 415200— L#89L
415200— S50 _ 27.84295 27.85327 557265 22.290.62 203, JE£D < 392900 5
392.900— 823 . 2840045 2838349 5577.70 2271079 &y ip 0S8 < 370200— +O0R TG
370.200— €925 - 28.957.95 2898L71 5796.34 23.185.37 5%, 2900 _ 347.000— &E 9
347.000— 8> - 29547.95 2952029 590585 2362343 SO ¥Xéwm 8900 — 323.400.— % 27 mm
323400— o095 _ 30137.95 30167.83 6.03357 2413426 | il OS5 — 299.300— : D
299.300— o< , 3074045 30.784.14 5.155.83 2462731 Siom  OWD < 274700—  [ZRG +m
274.700— 85= « 3135545 31.39027 627305 2511222 D] 55 o S} f& — 249.500— Tl +
249.600— 21, - 3198295 3199853 6399.71 2559882 9B HSio 0 O _o T 224000— 0 — ¥
224.000— $°0 _ 3262295 3262145 652429 2600716 85, %o  O%d < 197.900— B8t -~
197.900— 97 © 3327545 33.271.83 6.654.37 26.617.46 @ Bio SZB ~ 1m130— ARD 4¢3
171.300 — o> 7 3394045 3395292 6.792.58 27.170.34 HE I @o S) w 4 144100— &2 1MM
144000— B3 . 3462045 3458263 691653 2765610 2X - To  BSH < 116400 BEL B4
115400— 2o - 3531295 35260.73 7.05395 2821578 Biwo 2aR ~ sg200— HQ 78S
83.200— o5 - 36017.95 3603307 7.207.61 28.830.46 ) =880 15 o 59.400.— % T
59.400—  $35 - 36.737.95 36776.78 7.35536 20.421.42 % Lo < = 30.000— % +3 %
30.000— 3> - 37.472.95 37.500.27 7.500.05 30.000.22 s5a00 T <BO — FoR
8F<so 300 Joa ' IZSO0 —
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ROZDZIAL VI

Kurs pozyczek.

1) Obligacje wykupywane roéwnemi ratami w row-
nych odstepach czasu droga losowania.

Suma na jaka opiewa obligacja pozyczki przedstawia
wysoko$¢ udziatlu w pozyczce i nazywa sie wartoscig no-
minalng. Natomiast suma, za ktorg nabywamy, wzglednie
sprzedajemy obligacje, nazywa sie wartosciag kursows.

Jesli wartos¢ kursowa réwna sie nominalnej, moéwimy,
ze obligacja stoi ,al pari“, gdy jest wyzszg — stoi ,wyzej pari“,
gdy nizszg— ,nizej pari“.

Kurs zwykle podaje sie w procentach wartosci nominalnej.
Warto$¢ kursowa pozyczki na rynku pienieznym uwarunko-
wana jest przedewszystkiem stopa procentowg zwang stopg
rzeczywistg. Gdy stopa rynkowa (rzeczywista) jest wyzsza
od stopy nominalnej, pozyczke bedzie mozna sprzeda¢ po
kursie nizszym od wartosci nominalnej, gdy natomiast stopa
rzeczywista jest nizsza od nominalnej, pozyczka moze osiggnacé
kurs wyzszy od wartosci nominalnej.

Jezeli K oznacza¢ bedzie wartos¢ nominalng pozyczki,
a K 1— warto$¢ rzeczywistg, to kurs k wyrazony w procentach
wartosci nominalnej wyniesie
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Ograniczajgc sie narazie do omowienia zwyklych pozyczek
amortyzacyjnych, napiszemy, ze
K= A. przy stopie nominalnej p°/0
R1= A . ar , . rzeczywistej PFi°/o

W takim razie kurs

k . 100
«iii

Przyktad 46. Po jakim kursie naby¢é mozna 3% po
pozyczke, sptacalng w ciggu 20 lat przy rzeczywistej stopie
oprocentowania 4% ?

Rozwigzanie: Kurs obliczamy na zasadzie wzoru

Ic= al” X 100

««l

Poniewaz «mi = 13,59033 przy 4%
i | = 14,87747 3%
13,59033
k~ 14,87747 X 100

albo w/g tabl. V. = 13,59033 X 0,06722 X 100
= 91.35.

Przyktad 47. Jaki byt kurs tej pozyczki po sptaceniu
8 rat?

Rozwigzanie: Kurs pozyczki na poczatku okresu umarza-
nia byt najnizszy i z biegiem czasu wzrasta az do wartosci no-
minalnej.

flboy obliczy¢ kurs po 8 latach zwracamy uwage na po-
zostale 12 rat i wowczas

k- Y x 100
«12]

9,38507

9,95400 X 10

= 9,38507 X 0,10046 X 100
= 04.28.
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Przyktad 48. Dla pozyczki z¢ 500.000.—, ktorej plan
umorzenia jest zamieszczony w przykiadzie 44. (str. 78), obli-
czy¢ kurs na poczatku okresu umarzania i po latach 9.

W obu terminach ustalamy kurs jako stokrotny iloraz war-
tosci rzeczywistej przez warto$¢ nominalna.

a) wartos¢ nominalna w chwili obecnej wynosi Zt 500.000.—
po 9 latach (na pocz. 10. roku) ,, 299.265.75

Druga liczbg bierzemy albo z planu umorzenia albo wyli-

Czamy ze wzoru
A . ix20=91

K > = 1+ «
w ktérym 41 = 38.222.95, a = 0,25, an\ — 9,7868481 przy
_ Y 25 _ .,
Pl 1ja 125 7
b) wartos¢ rzeczywista skltada sie z wartosci nominalnej i war-
tosci wszystkich dodatkow.
Na poczatku okresu umarzania warto$¢ dodatkéw okre-
Slamy ze wzoru

W=n.—A . «“+’
1+a

Po podstawieniu

A = 38.222.95, « =

n = 20v2 = 0,65977582 przy 2°/0 otrzymamy
W = 100.874.29

Po 9 latach warto$¢ pozostatych 11-tu dodatkéw obliczamy
na podstawie wzoru
= N—m). -*- .A.
1-fa
skad Wg= 66.304.78

Wobec tego wartos¢ rzeczywista

na poczatku okresu umarzania po 9 latach
500.000.— 299.265.75
+ 100.874.29 + 66.304.78

600.874.29 365.570.53
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skad kurs
k = 600.874.29 = 365.570.53
~ 500.000.— 9 ~ 299.265.75
= 120.17 = 122.16

Jak widzimy kurs wzrasta, dazac do granicznej wartosci 125.

Na podstawie wzoru

k= ol"l . 100
a\

mozemy okresli¢ stopa rzeczywistg papieru procentowego,
gdy wiadoma jest stopa nominalna, liczba okreséw umorzenia
i kurs. Ta stopa rzeczywista zwana rentownos$ciag papieru
procentowego stanowi catkowity dochéd, jaki dany papier przy-
nosi w czasie od chwili jego nabycia do chwili realizacji w ter-
minie umorzenia, obliczany w stosunku rocznym w odsetkach
wartosci kursowej w chwili kupna.

W ponizszych przykiadach zajmiemy sie obliczaniem ren-
townosci tych polskich pozyczek panstwowych, ktére nalezg do
typu zwyktych pozyczek amortyzacyjnych.

Przyktad 49. Obliczy¢ na 28 1927 r. rentownos¢ 10%
Pozyczki Kolejowej przy kursie 102.60, jesli wiadomo, ze po-
zyczka jest umarzalna w ratach potrocznych przy 5% pétrocznie
przez lat 10 poczawszy od *8 1924 r.

Poniewaz 7 rat zostato juz zaptaconych, pozostaje do
umorzenia 13 rat. W takim razie

1
102.60 = X 100

as|

skad <%, = 9,583805898

i przez interpolacje
m= 4,68% pobtrocznie
albo w przyblizeniu p = 9,36% rocznie

(wedtug obliczenia doktadnego rentownos$¢ wynosi 9,15%)-



87

Przykiad 50. Obliczy¢ na V2 1928 r. rentownos¢ 5%
Pozyczki Konwersyjnej przy kursie 67, jesli wiadomo, ze po-
zyczka umarzalna jest w ratach potrocznych przez lat 20 po-
czawszy od 1/7 1925 r.

Obliczajac w przyblizeniu wystarczy przyja¢ 2120 jako
stopg potroczng dostosowang wzgladna. Przy tej stopie procen-
towej uwzglednimy w rachunku pozostate 34 raty.

adj = 0,67 X 22,8152192

stad przez ekstrapolacjg

Vi =5,41% potrocznie
albo w przyblizeniu

p = 10,82% rocznie

(obliczenie dokitadne daje wynik 11,06%)

Przyktad 51. Obliczy¢ na 12 1928 r. rentownos$¢ 5%
Pozyczki Konwersyjnej Kolejowej przy kursie 61, gdy wiadomo,
ze pozyczka jest umarzalna w ratach pétrocznych przez lat 40

poczawszy od 1/7 1927 r.

Zastosujemy znowu stopa dostosowang wzgladng 2]°/o
i pamieta¢ bedziemy, ze do wskazanego terminu juz 2 raty
pozyczki umorzono.

61l = — . 100
«781

Biorgc czynniki z tablicy dla 78 poétroczy, otrzymamy

aljj = 34,1709 X 0,61
skad Pi = 4,67% poétrocznie
albo p = 9,34% rocznie

(doktadnie rentownos$¢ wynosita 9,33%)
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Przykitad 52. Obliczy¢ rentownos$¢ 7% Pozyczki Stabili-
zacyjnej na poczatku okresu umarzania, jezeli wiadomo, ze po-
zyczka zostata wypuszczona na nominalng sume $ 71.720.000.—
($ 62.000.00.— i £ 2.000.000.) po kursie 92 z warunkiem spta-
cenia jej w 40-tu ratach potrocznych, liczac 103 za 100.

Ustalamy najpierw rate catkowitg

A = 3.412.867.92 ze wzoru A = K . (1 -(-*) = nastepnie

dodatek dx— 26.291.30 oraz warto$¢ obecng dodatkéw W= 40 X
K+ W

X 26.291.30 X Vv celem obliczenia kursu k = —A = 101.42.

Jezeli uwzglednimy teraz kurs emisyjny 92 to setna czes¢ ilo-
czynu tych dwéch liczb da nam kurs 93.31, ktory pozwoli

obliczy¢ stope rzeczywista podiug wzoru k .100

Szukana stopa wyniesie 3,93°0 poétrocznie, a wiec rentow-
noscia pozyczki bedzie w przyblizeniu 7,86% w stosunku
rocznym.

2) Obligacje wykupywane droga jednorazowej
sptaty w Scisle okreslonym terminie.

Jezeli dtuznik ma sptaci¢ cate zobowigzanie w jednym
terminie, to w czasie od chwili emisji pozyczki (daty zaciag-
niecia ditugu) do chwili umorzenia dilugu ptaci tylko biezace
odsetki.

Przypusémy, ze pozyczka bedzie wykupiona po kursie
100 + tf. W takim razie warto$cia rzeczywistg papieru opiewa-
jacego nominalnie na 100 jednostek kapitalu bedzie suma war-
tosci dzisiejszej odsetek ptatnych w ciggu n okreséw p . a%
i warto$ci obecnej obligacji (100 + <9 . vIM, obliczona przy stopie
rzeczywistej pv  Stad kurs

K= p eol + (100 + 9 = Vi" 10Q
100

Obliczenie kursu wedtug tego wzoru przy danej stopie
rzeczywistej nie przedstawia trudnosci. Natomiast poniewaz nie
mozna przeksztatci¢ powyzszego wyrazenia tak, aby bezposrednio



89

otrzymac¢ wartos¢ algebraiczng stopy rzeczywistej pr (rentow-
nosci), musimy dokona¢ obliczenia tej ostatniej droga podsta-
wiania we wzoér kolejnych wartosci pl poty, poéki nie znajdzie
sie taka warto$¢ pu przy ktérej réwnanie sie sprawdzi. *)

Przyktad 53. Obliczy¢ na % 1927 r. rentownos$¢ 6%
Pozyczki Dolarowej przy kursie 85,75 jesli wiadomo, ze kupony
tej pozyczki sg ptatne % i I/io, a pozyczka sama podlega jedno-
razowemu wykupowi w dniu ¥i 1940 r. po kursie 100 za 100.

We wzor
K=vVv e + (1Q0 + i). V 100
100
podstawiamy h—85,75, p= 3, n~ 26 (13 lat), 0

8575 = 3 . 0k!+ 100 .V

Réwnanie to sprawdza sie przy pt— 3,885 a wiec ren-
townos$¢ Pozyczki Dolarowej obliczona w stosunku rocznym jest
7,77%.

Z posréd polskich pozyczek panstwowych notowanych
na Gieldzie Warszawskiej pozostaly jeszcze dwie pozyczki:
5% Pozyczka Premiowa (,dolaréwka®“) i 4% Pozyczka Inwe-
stycyjna. Jednakowoz pominiemy je, poniewaz obydwie sg po-
zyckami premjowemi i z tego wzgledu nie nadajg sie do obli-
czania ich rentownosci.

3) Kurs parytetowy.

Jezeli panstwo, miasto lub gmina pragnie zaciggng¢ po-
zyczke, otrzymuje rozmaite oferty od bankow, ktore zobowia-
zuja sie dostarczy¢ potrzebng sume, przeprowadzajgc na swoje
ryzyko subskrybcje wsrdd spoteczenstwa. Na podstawie zgtoszo-
nych ofert nalezy sie zorjentowaé, ktéra z nich jest najdogo-
dniejsza.**) Rozwazmy to zagadnienie na przykitadzie nastepu-

jacym:

*)  Stanistaw Pszczotkowski. Rentownos$¢ papieréw procentowych
w Polsce (Konjunktura Gospodarcza, Kwiecien 1928).

**) W jesieni 1927 r. bylisSmy Swiadkami pertraktacyj, dotyczacych
warunkoéw emisji Polskiej Pozyczki Stabilizacyjnej.
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Przyktad 54. Gmina, zamierzajgca zaciggna¢ pozyczka
Zt 1.000.000.—, umarzalng réwnemi rocznemi ratami w ciagu
40 lat, ma do wyboru albo pozyczkg 4%-wg przy kursie emi-
syjnym 90, albo pozyczkg 5%-wag przy kursie emisyjnym 100.
Ktéra propozycja jest korzystniejsza?

Jezeli mamy przeprowadzi¢ obliczenie wedlug pierwszej
oferty, to najpierw musimy okresli¢ suma nominalng K, gdy
rzeczywista jest = 1.000.000.—

Z réwnania

lc- RI * 100

K
_ 1.000.000 x 10
90
- 1.111.111.11.
W takim razie
A=K .- przy 4%
oir
= 1.111.111.11 X 0,05052349
= 56.137.28

Gdy przyjmiemy tg samg ratg A 56.137.28 dla drugiej
oferty, to woéwczas nominalna suma pozyczki wynositaby

K —A . a, przy 5%
= 56.137.28 X 17,1590864
= 963.265.30

Na tej podstawie kurs

K= K1.10
K
= J”~ooo0o00 100
963.265.30
= 103,81
Kurs taki, obliczony przy 5% i odpowiadajgcy kursowi

90 przy 4%. nazywa¢ badziemy kursem parytetowym.
Jest on w tym wypadku wyzszy od proponowanego 100, a wigc
pierwsza oferta jest korzystniejsza.
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Odwrotnie, dla kursu 100 przy 5% mozemy obliczy¢ kurs
parytetowy przy 4% 86,69, ktory bedzie mniej korzystnym od
proponowanego 90.

. . K,1. 100
Obliczenie:
1.000.000 x 100
100
= 1.000.000
A'= K, . —1 przy 5%

= 1.000.000 X 0,05827816
= b58.278.16
K= A .0y przy 4°/0
= 58.278.16 X 19,7927739
= 1.153.485.05
k= A‘ . 100
K
1.000.000

1.153.485.05
= 86.69

Wskazany sposéb poréwnywania réznych warunkéw emisji
pozyczek przy pomocy kurséw parytetowych jest do-
godny i przejrzysty. Jednakze i bez obliczenia tych kurséw
mozna ustali¢, ktére warunki z proponowanych sg korzystniej-
sze, poprzestajac jedynie na obliczeniu rat umorzeniowych.

W naszym przyktadzie:

1) dla pozyczki 4% suma nominalna wynosita 1.111.111.11,

a wiec rata
A = 56.137.28

2) dla pozyczki 5% sumie nominalnej 1.000.000 odpowiada

rata
A'= 58.278.16

Wynika stad, ze oferta pozyczki 4% po kursie emisyj-
nym 90 jest korzystniejsza, bo chociaz wiekszg sume nominalng
bedziemy winni, rata umorzeniowa bedzie mniejsza z powodu
nizszej stopy procentowej.
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4) Konwersja.

Przez konwersje pozyczek pojmujemy w zasadzie zamiane
pozyczki o wyzszem oprocentowaniu na pozyczke o0 nizszem
oprocentowaniu. W wypadku takiej zamiany sumg wyjSciowg
bedzie nominalna suma pozyczki zamienianej w chwili kon-
wersji. Jezeli stopa rzeczywista (rynkowa) spada ponizej nomi-
nalnej t. j. gdy kurs pozyczki stoi ,wyzej pari“, taka konwersja
jest mozliwa i zapewnia diuznikowi zyski.

W odmiennych warunkach odbywaly sie dotyczasowe kon-
wersje pozyczek panstwowych w Polsce. Istniejgce bowiem
dwie pozyczki konwersyjne powstaly jedynie z koniecznosci
zamiany zobowigzan w innych walutach na zobowigzania wy-
razone w walucie ztotowej. Przy zamianie stope nominalng
pozostawiono prawie we wszystkich wypadkach bez zmiany,
zwiekszajgc zato okres umarzania. Dlatego istotng cechg tej
konwersji jest raczej przewalutowanie, ktére, jezeli narazito
wierzycieli na straty, byto wynikiem ukitadu powojennych sto-
sunkow.

Wysokos¢ emisji 5°/, Pozyczki Konwersyjnej ustalono
w przyblizeniu na 2zt 150.000.000.—, przewidujac splate w 40
ratach po6trocznych poczawszy od 1/7 1925 r. Natomiast 5%
Pozyczka Konwersyjna Kolejowa bedzie umorzona w 80 ratach
pétrocznych, liczac od 1/7 1927 r.; wysokos¢ jej emisji okreslono
na Zt 50.000.000.—. Plany umorzenia obydwu pozyczek zostaty
ogtoszone w Dzienniku Ustaw Rzeczypospolitej Polskiej.

Przyktad 55. Pozyczke zt 500.000.— umarzalng przy 5*/n
w ciggu 36 lat zamieniamy po 6 latach na pozyczke 4°/0-wa.
Po jakim najwyzszym kursie mozna dokona¢ konwers;ji?

Ustalamy najpierw rate umorzeniowg
A= K .-L
a,l
500.000 X 0,06043446
30.217.23
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a nastepnie warto$¢ nominalng pozyczki w momencie
konwersiji:

l

K6~ 30217.23 X «3f przy 5%
30.217.23 X 15,37245103

464.512.89

Jezeliby dtuznik miat splaca¢ pozyczke nadal ratami po
Zt 30.217.23, to przy 4% wartos¢ dzisiejsza pozostatych 30 rat
bylaby wieksza
K A . a3l przy 4%
30.217.23 X 17,29203330
522.517.35

Stad najwyzszy kurs w chwili konwersji

522.517,35
k X 100
464.512.89

11249

Przeprowadzajgc konwersje przy tak obliczonym kursie
dituznik nicby nie zyskat. Dopiero przy kursie nizszym dtuznik
osigga korzysci, ptacac nizszg rate umorzeniowg. Wysokosé
takiego kursu zwanego kursem Kkonwersyjnym zalezy
od stanu rynku pienieznego w momencie kowersji. Mozliwym
jest nawet wypadek konwersji po kursie 100, tak jak to uczy-
niono we Francji w 1883 r., zamieniajgc 5%-wa rente na 4%-wa.

Powréémy do naszego przykladu i obliczmy rate umorze-
niowa, przyjmujac kurs konwersyjny k = 100

Woéwczas
A= K. 1
|

464.512.89 X 0,05783010
26.862.63

Przykiad 56. Pozyczke zZt 100.000.— umarzalng przy 4,
w 25 rocznych ratach zamieniono po uplywie 10 lat na po-
zyczke sptacalng w 30 ratach rocznych przy stopie procentowej
rzeczywistej 4°/0, nominalnej 3°/0. Znalez¢ kurs pozyczki kon-
wersyjnej i rate umorzeniowsa.
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Obliczamy naprzéd rate

A = 6401.20

nastepnie stan diugu na poczatku 11. roku

K1 640120 X &L
6401.20 X 11,1183874
e 71.171.02

Dlug ten mamy umorzy¢ w 30 ratach rocznych przy
stopie rzeczywistej 4%, nominalnej 3%-

A wiec kurs konwersyjny

Ic— X 100
Q)
17,292 X 0,0510193 X 100
- 88,22

Wedtug tego kursu ustalamy sume nominalng pozyczki

konwersyjnej
r K1 . 100

71.171.02
88.22
80.674.47

X 100

oraz rate umorzeniowg

A K .aXj przy 3%
80.674.47 X 0,05101926
4115.95.

Przyktad 57. Pozyczke zt 1.000.000.— umarzalng przy
5% z dodatkiem 25°/0 przez 30 lat skonwertowaé po 10 latach
na pozyczke sptacalng przy 4°/0 z dodatkiem 20°/0. Okresli¢
najwyzszy kurs konwersyjny oraz rate umorzeniowg przy
kursie 100.
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Rate catkowitg obliczamy ze wzoru:

A = K(l+«)'g}3]

positkujac sie stopa procentowg — N25 ~

1.250.000 X 0,05783010
= 72.287.63

Nalezy teraz okresli¢ warto$¢ nominalng pozyczki wraz
z dodatkiem w momencie konwersji. Poniewaz bez dodatku
warto$¢ nominalna dtugu wynosié¢ bedzie po 10 latach

A . ad_ig
= T T »*
to uwzgledniajac dodatek a, otrzymamy warto$s¢ nominalng

K\o = KID. (1 + a)
-SOo AL api
72.287.63 X 13,5903263
= 0982.412.41.

Dla obliczenia najwyzszego kursu konwersyjnego, Kktory
zupetnie nie przynosi dituznikowi zyskéw, przyjmujemy nowg
rate rowng dotychczasowej i wobec tego

K@+ a = A .a\
przyczem a = 0,2, A = 72.287.63, n — 20, a,\ 14,4484254
4
(przy stopie zredukowanej » \~Q2 ~ 31100-
ft wiec warto$¢ nominalna pozyczki konwersyjnej wraz

z dodatkami wynositaby

K'(l + a) — 72.287.63 X 14,4484254
1.044.442.43

Ostatecznie najwyzszy kurs konwersyjny

1.044.442.43
k 982.412.41
106.31.

100
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Jezeli przyjmiemy kurs konwersyjny k 100, to wypadnie
obliczy¢ rate catkowita pozyczki konwersyjnej podtug wzoru

K .1+ a= A .a&

w ktorym K (1+a) K\NO= A .a\ przy 4%. n 20, -— =

<«20 |

0,06933772 (przy 33°/0)- W takim razie

A' = 72.287.63 X 13,5903263 X 0,06933772
= 68.118.24.

Nalezy przytem zauwazyé¢, ze do ulozenia planu umorzenia
pozyczki konwersyjnej koniecznem jest obliczenie sumy nomi-
nalnej K bez uwzglednienia dodatkéw ze wzoru

K@+ *) = 41.«0j przy 4%
082.412.41
* = — i T n
818 677.01

5) Konsole.

Istnieja pozyczki jak np. renty panstwowe, ktére przy-
nosza tylko roczny dochdd i nie podlegaja umorzeniu. Sa to
pozyczki wieczne (konsole). Kurs ich zalezy tylko
od stopy procentowej nominalnej i rzeczywistej.

Mozna go wyprowadzi¢ z réwnania:

k = XlOO

««l

zakladajgc n —>co. Wowczas, poniewaz va—>0 i V'—> o,

k 1 v-l X].(I)

| — vi
X -LViLi X 100

1 — «j

— 1- 1
3 _X' _X100

1 —

1
——i- X1D

r—1



ale r— 1= rx— 1= A
100 100

wobec tego kurs

k= — X 100
Pi

Przyktad 58. 4°/0 renta parnstwowa przynosi 5°/0 do-
chodu. Po jakim kursie mozna ja nabyc¢?
Z réwnania
= — X 100
Pi
i X 100
80.

Zadanie 94. Pozyczke sptacalng w 20 ratach rocznych
wydano po kursie 91.7 przy stopie nominalnej 4°/0. Jaki byt
kurs tej pozyczki po zaptaceniu 8 rat? non

Zadanie 95. Obliczy¢ kurs 3% pozyczki zt 100.000.—
umarzalnej w 40 ratach rocznych z dodatkiem 10% przy wyku-
pie obligacyj przy stopie rzeczywistej 5% a) na poczatku okresu
umarzania, b) po latach dwudziestu.

(Odp. a) 78,32, b) 90,06).

Zadanie 96. Pozyczka zt 5.000.000.— wyrazona w 50.000
sztuk obligacyj po Z+ 100.— kazda ma by¢ umorzona w 20
pétrocznych ratach po zZ+ 150.— za kazda obligacje stuztotowg
przy stopie nominalnej 3%. rzeczywistej 4% potrocznie. Obli-
czy¢ pozycje planu umorzenia oraz kurs pozyczki w 15-tym
pétroczu. Kiedy bedzie umorzona potowa obligacyj ?

(Odp. K,4= 171282571, P,5= 51.384.77, di5= 13576354
U» — 271.527.09, ku = 141.89, po 10 poétroczach).

Zadanie 97. Pewna pozyczka umorzona przy 4% w ciggu
15 lat osiggata kursy zaleznie od stopy rynkowej, wynoszgcej
przez pierwsze 5 lat 4J%, a przez nastgpne 10—5%. lle wy-
nositaby stopa rzeczywista stata w calym okresie umorzenia ?

(Odp. 4,92%).
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Zadanie 98. Jakiemu kursowi odpowiada rentowno$¢
4% potrocznie pozyczki, ktéra bedzie splacona jednorazowo
po kursie Zt 120.— za lat 15, jezeli kupony pozyczki sg ptatne
dwa razy do roku zdotlu od chwili emisji w stosunku 3°/0 pot-

rOCZnie' (Odp. 88,87).

Zadanie 99. Pozyczke Zt 2.000.000.— sptacano ratami
pétrocznemi przez lat 30 z dodatkiem 25°/0 Przy stopie nomi-
nalnej 5°/0 potrocznie. Znalezé w jakim stosunku jest wartosc
dzisiejsza obligacyj pozyczki do sumy pozyczki oraz obliczy¢

kurs emisyjny. (0 dp. 2424%; 106 06)

Zadanie 100. Instytucja, poszukujgca Zt 5.000.000.— na
sptaty roczne w ciggu 30 lat, otrzymuje dwie oferty: 3% po-
zyczke po kursie 80 i 4°/0— po kursie 90. Ktora oferta iest
korzystniejsza ?

Zadanie 101. Pozyczke na Zt 3.000.000.—, umarzalng
w ciggu 45 lat, bank podejmuje sie przeja¢ po kursie 97]
przy 4%- Jaki kurs moze zaproponowac inny bank, ktory liczy

3s (Odp. ponad 89).

Zadanie 102. 5°/0wag pozyczke Zt 3.000.000.— uma-
rzalng w 15 ratach rocznych zamieniono po uptywie 10 lat na
inng, sptacang ratami poétrocznemi w ciggu lat 20 przy stopie
nominalnej 2% z dodatkiem 20%. Obliczy¢ rate pozyczki

konwersyjnej. (Odp. Z( 5, 83922

Zadanie 103. Obliczy¢ rentowo$¢ 6% pozyczki wiecznej
przy kursie 72.



ROZDZIAL VI

Ubezpieczenie od strat spowodowanych
losowaniem amortyzacyjnem.

Stopniowy wykup obligacyj pozyczki odbywa sie zazwy-
czaj droga losowania wedtug przyjetego planu umorzenia.
Pi zatem w terminach wskazanych w planie posiadacze wylo-
sowanych obligacyj otrzymuja za nie ich warto$¢ nominalng.
Jesli woéwczas kurs pozyczki na gietdzie jest wyzszy od nomi-
nalnego, posiadacz wylosowanej obligacji ponosi strate réwng
réznicy miedzy wartoscia kursowa a nominalng. W celu uni-
kniecia tych strat mozna przed terminem losowania albo sprze-
da¢ obligacje albo je ubezpieczy¢ od wylosowania. W wypadku
drugim instytucje przeprowadzajgce to ubezpieczenie (banki)
zobowigzujg sie do zaptaty po kursie biezgcym za kazda obli-
gacje wylosowana.

1) Premja netto ptatna przez caty okres
umorzenia.

Rozwazmy najpierw wypadek najprostszy, kiedy wszyscy
posiadacze obligacyj pragna je ubezpieczy¢ od wylosowania na
caly okres umarzania pozyczki i obliczmy ile woéwczas nalezy
zaptaci¢ jednorazowo za ubezpieczenie jednej obligacji, czyli
ile bedzie wynosita t. zw. premja netto.

Niech O oznacza ogo6lng liczbe obligacyj, a OU 02 03, ...
0,, — liczby obligacyj, wykupywanych w koncu kazdego okresu
przez n okresow; woéwczas

0= Ot 02+ 03+ .. 4 On
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a nastepnie na podstawie zaleznosci miedzy kwotami umorze-
niowemi

Oi - ot

o} (\.r

03 — Oy.r2
O«_i=0i .rn-2

0, —Ol,rn-1

dodajgc stronami, otrzymamy:
O=o0ot.S1

Jezeli w powyzszym szeregu kazdg liczbe obligacyj od-
powiednio zdyskontujemy, otrzymamy w sumie warto$¢ dzi-
siejsza wszystkich obligacyj:
01.v-j-Ol.r.v2\-0l.r2v3 Oi.rm-2vn-1-\-0Ol..r"~1vn—Oyn.v

Gdy przez s oznaczymy strate na wylosowanej obligacji,
to wartos¢ dzisiejsza W wszystkich strat spowodowanych wy-
losowaniem w ciggu n okresow wyrazi sie wzorem

W= 5s.n.Ot.v

Na jedna obligacje wypadnie wobec tego strata w chwili

obecnej, czyli premja netto
w

s.n.0y.v

Oy . SN
n.v

Gdyby wszystkie obligacje ubezpieczono dopiero w wi+l
okresie, to odpadtaby strata, przypadajgca na obligacje pierw-
szych m okreséw i woéwczas

\\m= s.(n—m) . Onty.v

n— m

0—10

1
s.w—m) . l.v

Ofn-j-1 . S *n—m |
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skad
h—m) . v

S In—ml

Pm = S X

Tak obliczong premje jednorazowg P mozna roztozy¢ na
premje okresowe n ptatne zgory przez n okresoéw bez wzgladu
na moment wylosowania obligacji na zasadzie réwnania

Tt . aYyj=P

z ktorego
P

3n|

T =

Przyktad 59. 4% pozyczka Zt 20.000.— bedzie umo-
rzona w ciggu 4 lat ratami rocznemi przy sptacie Zt 100.— za
kazda oligacje stuziotowag. Obliczy¢ jednorazowa premje netto
dla kazdego roku oraz premje roczng, gdy kurs gietdowy po-
zyczki byt 125.—.

Przypusémy, ze wszystkie obligacje ubezpieczono w 1
roku, to

25 X 4 X _°'%l54 « =N
4,24646 Coali

22.64 = 6,—

-
1

Gdyby wszystkie obligacje ubezpieczono dopiero w 2

roku, to
3 X 0,96154
P - 25 X
3,1216

= 23.10

Ubezpieczajgc w 3. roku, otrzymalibysmy

2 X 0,96154
2,04

P 25 X

23.56

Wreszcie w 4. roku (po 3 latach) otrzymamy

1 X 0,96154
P 25 X 1

= 2404
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2) Premja netto zmienna ptatna do chwili
wylosowania.

Dotychczas obliczaliSmy premje za caty okres, w ciggu
ktorego losowanie napewno nastgpi, a zysk ubezpieczajgcego
obligacje polegat jedynie na potrgceniu dyskonta od straty.
Tymczasem w rzeczywistosci kazdy placi premje tylko do chwili
wylosowania jego obligacyj i tym sposobem wchodzi w gra
ryzyko, bowiem ubezpieczenie moze kosztowa¢ mniej niz strata
na wylosowaniu lub wigcej.

Jezeli chcemy obliczy¢ premja dla kazdego okresu od-
dzielnie, to nalezy znalez¢ zdyskontowang warto$¢ strat w da-
nym okresie i podzieli¢ ja przez liczbg obligacyj, jakie w tym
okresie pozostang.

A wigc
dla 1. okresu: W s.01.v;y O—01.8I = s. v
, 2 ., Tk= s.02v;0—0t=02 &Y} ir= *.
3. . W2- 6.0,.v-0- 01+ 02- 03.s ~ -
Y
—s. 3
SA~-21
0, ,_i
ffi ,, —i—s.0m * 0 “ 00—
ol
O n-m+\\
On
»MmM-f1, Wm =s. Omtl.v; 0—£0=0m+1.51"y;
Ol %
~-m—S.

S i

Przyktad 60. Obliczy¢ wszystkie premje roczne, ptatne
do chwili wylosowania dla pozyczki, danej w przykiadzie poprze-
dzajagcym.

W pierwszym roku
0,96154

4,24646

« = 25 X
5.66
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W drugim roku

0,96154
“j 25 X
3,1216
7.70
W trzecim roku
0,96154
25 X
2,04
11.78
W czwartym roku
0,96154
25 X
1
24.04

R wiec wszyscy ubezpieczajgcy swe obligacje ptaca w 1 roku
po Zt 5.66 za kazda obligacje. Cze$¢ z nich mianowicie posia-
dacze Oi obligacyj otrzymujg z powodu wylosowania po Zt 25.—,
zarabiajgc po zt 19.34 (25.— — 5.66). Reszta ptaci w drugim
roku po Zt 7.70. Znowu posiadacze 02 obligacyj wylosowanych
otrzymuja po 2zt 25.—, zyskujac zZt 11.64 [25.— (5.66+7.70)].
Podobnie w 3 roku pozostali ptacg po 2zt 11.78, przyczem po-
siadacze 03 obligacyj traca z powodu wylosowania zZt .—14

[25.------ (5.66 + 7.70+ 11.78)]. Wreszcie w 4 roku reszta posia-
daczy ptaci po Zt 24.04 za kazda obligacje, tracac ogo6tem
Zt 24.58 [25.------- (5.66 + 7.70 + 11.78 + 24.04)].

Z powyzszego zestawienia widac, ze wystepuje tu moment
ryzyka, spowodowany ptaceniem premji tylko do chwili wylo-
sowania danej obligacji.

3) Premja netto stata ptatna do chwili
wylosowania.

Zamiast dotychczasowych premij wzrastajgcych z biegiem
czasu mozemy obliczy¢ takze premje netto stalg, jezeli porow-
namy w chwili obecnej warto$¢ dzisiejsza wszystkich strat spo-
wodowanych wylosowaniem obligacyj z wartoscig dzisiejsza tych
wszystkich premij netto, ktore ubezpieczeni ptaci¢é majg do
chwili wylosowania obligacyj przez nich posiadanych.

Wartos¢ dzisiejsza wszystkich strat, spowodowanych wylo-
sowaniem w ciggu n okreséw wyraza wzor

W= s.0x.n.v
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Celem obliczenia wartos$ci dzisiejszej wszystkich premij
netto ustalamy ile obligacyj pozostaje w kazdym okresie do
umorzenia i zakladamy, ze wszystkie te obligacje zostang ubez-
pieczone przez ich posiadaczy.

Gdy przez N oznaczymy warto$s¢ nominalng obligacji, to
liczba obligacyj w kazdym okresie wyrazi sie ilorazem stanu
diugu w danym okresie przez N . A wiec

A.aN
na poczatku liczba obligacyj pozostatych do umérz, wynosi r;
i okresi A a0y
poi. okresie . v » ” ) N
A .-
. 2. okresach . » " - t
N
A mj
»i "7 » "t » »1 1) Jt N
A . fi2]
7 \N_2 7 “' >>1 W
A uTj
«—1 ,, > > » ) N

Przypusémy, ze za ubezpieczenie kazdej obligacji ptacono
premje w. W takim razie wartoscig dzisiejszg wszystkich tych
premij bedzie

A A A
W= — aq . %+ —-. «, fit . v+ — . Ic.Vv2+
N N N
F . i\ 2 A TT =5 1
+—ma\ k . vV’- 2+ — .« u .
N 1 N
A - ..
—— . n (oM+a~rrn .v+anNi L v2-j-....-f aji . t>--2j-«Ti.vn-")
lecz .V = — T|; «t=2]. v2= «Tj — a2|;
az]l. vim2= a\ — «T-z; «T] . vnr] = — anT

wobec tego

— oMl + («Tj—«r) + («iii —«2) + («i —«S) 4-...
+  («gi — ««—=2i) + (TT — ««—u)]

e e Lk IT— («T] + «2] 4" 3] 4* ... 4"« + o)

N



L. 1—v | —«2 .
Podstawiajgc aq = V | —————- -l =h S it.d.,, otrzymamy
1—v 1—v
Al v e - 1-\3
N —(—1:v+v.1—v Yoy
A . \Y .
jw. OV (1-v) -@—8+ (1—t9+ ...
N 1—v
+ (IIE *11_ 3]}
A 100 .
Y n i o) — o+ va23 . UML) |
N P
A 100 ..
- n.am (N--1) —dii—ijl |
N p
zauwazmy, ze A=UIl . rn i Ut=N . OU wobec czego
- = O, r
N 1

Przyrownywujac wartos¢ dzisiejszg wszystkich premij do
wartosci dzisiejszej wszystkich strat, otrzymamy

100

s.O .n.v--0l .rn.rc. |n . qy— (n—1)- ««—Til |
P
skad ostatecznie w chwili obecnej
0% = S ;_100 \
rn. }\n.«iii ————— n—1)—a—
p .

a po m okresach ciggnienia
s.(n—m) . v

rm-n | (n—m) . — 1®° (nN—m—1) — an. mn] }
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Przykiad 61. Obliczy¢ premje roczng stalg dla pozyczki
danej w przyktadzie 58. w chwili obecnej, po roku, po dwoéch
i po trzech latach.

25 .v .4
, 100 9.24
rg . 3 —
l4 “Snl
25 .3 .vVv 11.70
1 100 :
r3. |3 3 — 4 2— ah)
25 .2.v
, 100 1581
r2. . . -
12 1 Hl
25 .v 24,04
r . »Tj )

Zadanie 104. Pozyczka umarzalna w ciggu lat 20 przy 5%
byta notowana przez pierwsze 10 lat po 130 za 100, a przez
nastepne 10 lat po 110. Jaka premje roczng musiatby ptacic¢
posiadacz obligacji, aby zabezpieczy¢ sie od straty przed wy-
losowaniem przez pierwszy okres czasu i przez caly okres
umorzeniowy?

(Odp. 30 .10 . v

100
ro 10 . o201— - (9= <

1.24

30.10.v+ 10 10 v

100
0 20 . @]— A (19- ...
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Warto$¢ po n

CSEERS SRHRVA BBBYUY RRUKR BBENR RXBR®N BrLE &

1%

1,0100.0000
1,0201.0000
1,0303.0100
1,0406.0401
1,0510.1005

1,0615.2015
10721 3535
1,0828.5671
1,0936.8527
1,1046.2213

1,1156 6835
1,1268.2503
1,1380,9328
1,1494.7421
1,1609.689%6

1,1725.7864
1,1843.0443
1,1961.4748
1,2081.0895
1,2201.9004

1,2323.914
1,2447.1586
1,2571.6302
1,2697.3465
1,2824.3199

1,2052,5631
1,3082.0833
1.3212.9097
1,3345.0333
1,3478.4892

1,3613 2740
1,3749 4068
1,3886.9009
1,4025.7699
1,4166.0276

1,4307.6878
1,4450, 7647
1,4595.2724
1,4741.2251
1,4888.6373

1,5037.5237
1,5187.8989
1,5339.7779
1,5493.1757
1,5648.1075

1,5804.5885
1,5962.6344
1,6122.2608
1,6283.4834
1,6446.3182

T

okresach jednostki

B L I C

A |

sktadany: r" — (1 + *)"

2%
1,0200.0000
1,0404.0000
1,0612.0800
1,0824.3216
1,1040.8080

1,1261.6242
1,1486.8567
1,1716.5938
1,1950.9257
1,2189 9442

1,2433.7431
1,2682.4179
1,2936.0663
1,3194.7876
1,3458 6834

1,3727.8570
1,4002.4142
1,4282.4625
1,4568.1117
1,4859.4740

1,5156.6634
1.5459.79%67
1,5768.9926
1,6084.3725
1,6406.0599

1,6734.1811
1,7068 8748
1,7410.2421
1,7758.4469
1,8113.6158

1,8475.8882
1,8845.4059
1,9222.3140
1,9606.7603
1,9998.8955

2,0398.8734
2,0806 8509
2,1222.9879
2.1647.4477
2,2080.3966

2,2522.0346
2,2972.4447
2.3431.8936
2,3900.5314
2,4378.5421

2,4866.1129
253634351
2,5870.7039
2,6388.1179
2,6915.8803

3%

1,0300.0000
1,0609.0000
1,0927 2700
1,1255,0881
1,1592 7407

1,1940.5230
1,2208.7387
1,2667,7008
1,3047,7318
1,3439.1638

1,3842.3387
1,4257.6089
1,4685.3371
1,5125.8972
1,5579.6742

1,6047.0644
1,6528.4763
1,7024.3306
1,7535.0605
1,6061.1123

1,8602.9457
1,9161.0341
1,9735.8651
2,0827.9411
2,0937.7793

2,1565.9127
2,2212.8901
2,2879.2768
2.3565.6551
2,4272.6247

2,5000.8035
2,5750.8276
2,6523.3524
2,7319.0530
2,8136.6245

2,8982.7833
2,9852.2668
3.0747.8348
3,1670.2698
3,2620.3779

3,3598.9893
3,4606.9589
3,5645.1677
3,6714.5227
3,7815.9584

3,8950.4372
4,0118.9503
4,1322.5188
4,2562.1944
4,3839.0602

4%
1,0400 0000
1,0316.0000
1,1243.6400
1,1698.5856
1,2166.5290

1,2653.1902
1,3159.3178
1,3685.6905
14233.1181
1,4802.4428

1,5394,5406
1,6010,3222
1,6650,7351
1,7316,7645
1,8009,4351

1,8729.8125
1,9479.0050
2,0258.1652
2,1058.4918
2,1911.2314

2,2787.6807
2,3699.1879
2,4647.1554
2,5633.0416
2,6658 3613

2,7724.6978
2,8833.6858
2,9987.0332
3,1186.5145
3,2433.9751

337313341
3,5080.5875
3,6483.8110
3,7943.1634
3,9460.8899

4,1039.3255
4,2680.8986
4,4388.1345
4,6163.6599
4,8010.2063

4,9930.6145
5,1927.8391
5,4004.9527
5,6165.1508
5,8411.7568

6,0748.2271
6,3178.1562
6,5705.2824
6,8333.4937
7,1066.8335

3045

1,0500.0000
1,1025,0000
1,1576.2500
1,2155.0625
1,2762.8156

1,3400.9564
1,4071.0042
1,4774.5544
1,5513.2822
1,6288.9463

1,7103.3936
1,7958.5633
1,8856.4914
1,9790.3160
2,0789.2818

2,1828.7459
2,2920.1832
2,4066.1923
2,5269.5920
2,6532.9771

2,7859.6259
2,9252.6072
3,0715.2376
3,2250 994
3,38635494

3,5556.7269
3,7334 5632
3,9201.2914
4,1161.3560
4,3219.4238

4,53803949
4,7649.4147
5,0031.8854
5,2533.4797
5,5160 1537

5,7918.1614
6.0814 0694
6,3854.7729
6,7047.5115
7.0390.8871

7,3919 8815
7,7615.8755
8,1496.6693
8 5571.5028
8,9850.0779

9,4342.5818
9,9059.7109
10,4012,6965
10,9213.3313
11,4673.9978

kapitatu, oddanej na procent

= =
SOONO UThWN—

GRBRE

B855 HGRESA 588YE HRBOR SBBENYR B



T A

B

L I C A

Wartos¢ terazniejsza jednostki kapitatu, ptatnej po n okresach:

=]

AN WN

© 0 N o

11
12
13
14
15

16
17
18
19

21
22
23
24
25

26
27
28
29
30

31
32
33
34
35

36
37
38
39
40

a1
42
43
44
45

46
47
48
49
50

1°/0
0,9900.990
0,9802.960
0,9705.901
0,9609.803
0,9514.657

0,9420.452
0,9327.181
0,9234.832
0,9143 398
0,9052.870

0,8963.237
0,8874.492
0,8786.626
0,8699.630
0,8613.495

0,8528.213
0,8443.775
0,8360.173
0,8277 399
0,8195.445

0,8114.302
0,8033.962
0,7954.418
0,7875.661
0,7797.684

0,7720.480
0,7644.039
0,7568.356
0,7493.421
0,7419.229

0,7345.771
0,7273.041
0,7201.031
0.7129.733
0,7059.142

0,6989.249
0,6920.049
0,6851.534
0,6783.697
0,6716.531

0,6650.031
0,6584.189
0,6518.999
0,6454.455
0,6390.549

0,6327.276
0,6264.630
0,6202.604
0,6141.192
0,6080.388

2 °/0

0,9803.922
0,9611.688
0,9423.223
0,9238.454
0,9057.308

0,8879.714
0,8705.602
0 8534.904
0,8367 553
0,8203.483

0,8042.630
0.7884.932
0,7730.324
0,7578.750
0,7430.147

0,7284.458
0,7141.626
0,7001.594
0,6864 308
0,6729 713

0,6597.758
0,6468.390
0,6341.559
0,6217.215
0,6095309

0,5975.793
0,5858.620
0,5743.746
0,5631.123
0.552C.7C9

0,5412.460
0,5306.333
0,5202.287
0,5100.282
0,5000.276

0,4902.232
0,4806.109
0,4711 872
0,4619.482
0,4528.904

0,4440.102
0,4353.041
0,4267.688
0,4184.007
0,4101.968

0,4021.537
0,3942.684
0,3865.376
0,3789.584
0,3715.279

rH

5%,
0,9708.738
0,9425.959
0,9151.417
0,8884.871
0,8626.088

0,8374.843
0,8130915
0,7894.092
0,7664.167
0,7440 939

0,7224 213
0,7013 799
0,6809.513
0,6611.178
0,6418.620

0,6231.669
0,6050.165
0,5873.946
0,5702.860
0,5536.758

0,5375.493
0,5218.925
0,5066.918
0.4919.337
0,4776 056

0,4636.947
0,4501.891
0,4370,768
0,4243.464
0,4119.868

0,3999.872
0,3883.370
0,3770.263
0,3660.449
0,3553.834

0,3450 324
0,3349.829
0,3252.262
0,3157.536
0,3065.568

0,2976.280
0,2889 592
0,2805.429
0,2723.718
0,2644.386

0,2567.365
0,2492,588
0,2419.988
0,2349.503
0,2281.071

4%

0,9615.385
0,9245.562
0,8889.964
0,8548.042
0,8219.271

0,7903.145
0,7599.178
0.7306 902
0,7025.867
0,6755 642

0,6495.809
0,6245-971
0,6005.741
0,5774.751
0,5552.645

0,5339.082
0,5133.733
0,4936.281
0,4746.424
0,4563.870

0,4388.336
0,4219.554
0,4057.263
0,3901.215
0.3751.168

0,3606.892
0,3468.166
0,3334 775
0,3206.514
0,3033.187

0,2964.603
0,2850.579
0,2740.942
0,2635.521
0,2534.155

0,2436.687
0,2342.969
0,2252.854
0,2166.206
0.2082.E90

0,2002.779
0,1925.749
0,1851.682
0,1780.464
0,1711.984

0,1646.139
0,1582.826
0,1521.948
0,1463.411
0,1407126

5°/0
0,9523.810
0,9070.295
0,8638.376
0,8227.025
0,7835.262

0,7462.154
0,7106.813
0,6768.394
0,6446.089
0,6139 133

0,5846.793
0,5568.374
0,5303214
0,5050.680
0,4810.171

0.4581.115
0,4362 967
0,4155.207
0,3957.340
0,3768.895

0,3589.424
0,3418.499
0,3255.713
0,3100.679
0,2953.028

0,2812.407
0,2678.483
0,2550.936
0,2429.463
0,2313.774

0,2203.595
0,2098.662
0,1998.725
0,1903.548
0,1812.903

0,1726.574
0,1644.356
0,1566.054
0,1491.480
0,1420.457

0,1352.816
0,1288.396
0,1227.044
0,1168.613
0,1112.965

0,1059.967
0,1009.492
0,0961.421
0,0915.639
0,0872.037

n
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11
12
13
14
15

16
17
18
19
20

21
22
23
24
25

26
27
28
29
30

31
32
33
34
35

36
37
38
39
40

a1
42
23
44
45

46
47
48
49
50
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Wartos¢ po n okresach jednostek kapitatu, sktadanych na po-

=]

O AN WN R

© 0N O

11
12
13
14
15

16
17
18
19
20

21
22
23
24
25

26
27
28
29
30

31
32
33
34
35

36
37
38
39
49

41
42
43
44
45

46
47
48
49
05

czatku kazdego okresu: S\ = r

i'70
1,0100.0000
2,0301.0000
3,0604.0100
4,1010.0501
5,1520.1506

6,2135.3521
7,2856 7056
8,3685.2727
9,4622.1254
10,5668.3467

11,6825.0301
11,8093.2804
13,9474.2132
15,0968.9554
16,2578.6449

17,4304.4314
18,6147 4757
19,8108 9504
21,0190.0399
22,2391.9403

23,4715.8598
24,7163 0183
25,9734.6485
27,2431.9950
28,5256.3150

29,8208.8781
31,1290.9669
32,4503.8766
33,7848.9153
35,1327.4045

36,4940.6785
37,8690.0853
39,2576.9852
40,6602.7550
42.0768.7836

43,5076.4714
44,9527.2361
46,4122.5085
47,8863.7336
49,3752.3709

50,8789.8946
52,3977.7936
53,9317.5715
55,4810.7472
57,0458.8547

58,6263.4432
60,2226.0777
61,8348.3385
63 4631.8218
65,1078.1401

2°/0
1,0200.0000
2,0604.0000
3,1216.0800
4,2040.4016
5,3081.2096

6,4342.8338
7,5829.6905
8,7546.2843
9,9497.2100
11,1687.1542

12,4120.8973
13,6803.3152
14,9739.3815
16,2934 1692
17,6392.8525

19,0120.7096
20,4123.1238
21,8405.5853
23,2973.6980
24,7833.1719

26,2989.8354
27,8449.6321
29,4218.6247
31,0302.9972
32,6709.0572

34,3443.2383
36,0512.1031
37,7922.3451
39,5680.7921
41,3794.4079

42,2270.2961
45,1115 7020
47,0338.0160
48.9944.7763
50.9943.6719

53,0342.5453
55,1149 3962
57,2372.3841
59,4019.8318
61,6100.2234

63,8622.2330
65,1594.6777
68,5026.5712
70,8927.1027
73,3305.6447

75,8171.7576
78,3535.1928
80,9405.8966
83,5794.0145
86,2709.8948

3°/0
1,0300 0000
2,0909.0000
3,1836.2700
4,3091.3581
5,4684.0983

6,66246218
7,8923.3605
9,1591.0613
10,4638.7931
11,8077.9569

13,1920.2955
14,6177.9045
16,0863.2416
17,5989 1389
19,1568.8130

20,7615.8774
22,4144 3537
24,1168.6844
25,8703.7449
27,6764.8572

29,5367 8030
31,4528.8370
33.4264.7022
35,4592.6432
37,5530.4225

39,7096.3352
41,9309.2252
44,2188.5020
46,5754.1571
49,0026.7818

51,5027.5852
54,0778.4128
56,7301.7652
59,4620.8181
62,2759 4427

65,1742.2259
68,1594.4927
71,2342.3275
74,4012.5973
77,6632.9753

81,0231.9645
84,4838 9234
88,0484.0911
91,7198.6139
95,5014.5723

99,3965.0095
103,4083.9598
107,5406.4785
111,7963.6729
116,1807.7331

I»

4°/0
1,0400.0000
2,1216.0000
3,2464.6400
4,4163.2256
5,6329.7546

6,8982.9448
8,2142.2626
9,5827.9531
10,0061.0712
12,4863.5141

14,0258.0545
15,6268.3768
17,2919.1119
19,0235.8764
20,8245.3114

22,6975.1239
24,6454 1288
26,6712.2940
28,7789.7858
30,9692.0172

33,2479.6979
35,6178 8858
38,0826.0412
40,6459.0829
43,3117.4462

46,0842.1440
48,9675.8298
51,9662.8630
55,0849.3775
58,3283.3526

61,7014.6867
65,2095.2742
68 8579.0851
72,6522.2486
76,5983.1385

80,7022.4640
84,9703.3626
89,4091.4971
94,0255.1570
98,8265.3633

103,8195.9778
109,0123.8169
114,4128.7696
120,0293.9204
125,8705.6772

131,9453.9043
138,2632.0604
144,8337.3429
151,6670.8366
158,7737.6700

57»

1,0500 0000
2,1525.0000
3,3101.2500
4,5256.3125
5,8019.1281

7,1420.0845
8,5491.0888
10,0265.6432
11,5778.9254
13,2067.8716

14,9171.2652
16,7129.8285
18,5986.3199
20,5785.6359
22,6574.9177

24,84036636
27.1323.8467
29,5390.0391
32.0659.5410
34,7192.5181

37,5052.1440
40,4304.7512
43,5019.9887
46,7270 9882
50,1134.5376

53,6691.2645
57,4025.8277
61,3227.1191
65,4388.4750
69,7607.8988

74,2988.2936
79,0637.7083
84,0669.5937
89,3203.0734
94,8363.2271

100,6281.3884
106,7095!4579
113,0950.2308
119,7997.7423
126,8397.6294

134,2317.5109
141,9933.3864
150,1430.0558
158,7001.5586
167,6851.6365

177,1194.2183
187,0253.9292
197,4266.6257
203,3479.9570
219,8153.9548
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Wartos¢ terazniejsza jednostki renty*

=]
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10
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12
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17
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35

36
37
38
39
40

a1
42
43
a4
45

46
46
48
49
50

okresu w ciggu n okresow:

1%

0,9900.990
1,9703.951
2,9409.852
3,9019.656
4,8534.312

5 7954.765
6,7281.945
7,6516.778
8,5650.176
9,4713.045

10,3676.282
11,2550.775
12,1337.401
13,0037.030
13,8550.525

14,7178.738
15,5622.513
16,3982.686
17,2260.085
18,0455.530

18,8569.831
19,6603.793
20,4558.211
21,2433.873
22,0231.557

22,7952 037
23,5596.076
24,3164.432
25,0657.853
25,8077.082

26,5422.854
27,2695.895
27 9896.925
28,7026.659
29,4085 801

30,1075.050
30,7995.099
31,4845.633
32,1630.330
32,8346.861

33,4995892
34,1581.081
34,8100 081
35,4554.535
36,0945.084

36,7272.361
37,3536.991
37,9739.595
38,5880.787
39,1961.175

T A

2°/0
0,9803.922
1,9415.609
2,8838.833
3,8077.287
4.7134.595

5,6014.309
6,4719.911
7,3254.814
8,1622.367
8,9825.850

9,7868.481
10,5753.412
11,3483.738
12,1052.488
12.8492.635

13,5777.093
14,2918 719
14,9920 313
15,6784.620
16,3514.333

17,0112.092
17,6580.482
18,2922.041
18,9139.256
19,5234.565

20,1210.358
20,7068.978
21,2812.724
21,8443.847
22,3954.556

22,9377.015
23,4683.348
23,9885.636
24,4985.917
24,9986.193

25,4883.425
25,9694.534
26,4406.406
26,9025.888
27,3554.792

27,7994.895
28,2347.936
28,6615.623
28,0799.631
29,4901.599

29,8923.136
30,2865.820
30,6731.196
31,0520.780
31,4236.059

B

L I C A

3'Vo

0,9708.738
1,9134.697
2,8286.114
3,7170.984
4,5797.072

5,4171.914
6,2302.830
7,0196.922
7,7861.089
8,5302.028

9,2526.241
9,9540 040
10,6349.553
11,2960.731
11,9379 351

12,5611.020
13,1661.185
13,7535.131
14,3237 991
14,8774.749

15,4150.241
15,9369.166
16,4436.084
16,9355.421
17,4131.477

17,8768.424
18,3270.315
19,7641.082
19,1884.546
19,6004.414

20,0004.285
20,3887.655
20,7657.918
21,1319.367
21,4872.201

21,8322.525
22,1672.354
22,4924.616
22,8082.151
23,1147.720

23,4124.000
23,7013.592
23,9819.021
24,2542.739
24,5187.125

24,7754.491
25,0247.078
25,2667.066
25,5016.559
25,7297.640

(Y

ptatnej w koncu kazdego

a\= Vv -

470

0,9615 385
1,8860.947
2,7750.910
3,6298.952
4,4518.223

5,2421 369
6,0020.547
6,7327.449
7,4354.316
8,1108.958

8,7604.767
9,3850.738
9,9856.479
10,5631 229
11,1183.874

11,6522.956
12,1656 689
12,6592.970
13,1339.394
13,5903.263

14,0291 600
14,4511.153
14,8568.417
15,2469.631
15,6220.799

15,9827.692
16,3295.858
16,6630 632
16,9837.146
17,2920.333

17,5884.936
17,8735.515
18,1476 457
18,4111.978
18,6646.132

18,9082.820
19,1425.788
19,3678 642
19,5844.848
19,7927.739

19,9930.518
20,1856.267
20,3707.949
20,5488.413
20,7200.397

20,8846.536
21,0429.361
21,1951.309
21,3414.720
21,4821.846

\%

5°/0
0,9523.810
1,8594,104
2,7232.480
3,5459.505
4,3294.767

5,0756.921
5,7863.734
6,4632.128
7,1078.217
7,7217.349

8,3064.142
8,8632.516
9,3935 730
9,8986.409
10,3796.580

10,8377.696
11,2740.662
11,6895.869
12,0853.209
12,4622 103

12,8211.527
13,1630.026
13,4885.739
13,7986.418
14,0939.446

14,3751.853
14,6430 336
14,8991.273
15,1410.736
15,3724.510

15,5928.105
15,8026.767
16,0025.492
16,1929 040
16,3741.943

16,5468.517
16,7112.873
16,8678.927
17,0170-407
17,1590.864

17,2943.680
17,4232.076
17,5459 120
17,6627.733
16,7740.698

17,8800.665
17,9810.157
18,0771.578
18.1687.217
18,2559.255
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T A

B L I C

A V.

Wartos¢ raty, ptatnej w koricu kazdego okresu celem umorzenia

=]

aOMWN

© 0 N O

11
12
13
14
15

16
17
18
19
20

21
22
23
24
25

26
27
28
29
30

31
32
33
34
35

36
37
38
39
40

a1
42
43
a4
45

46
47
48
49
50

jednostki

1°/,

1,0100.0000
0,5075.1204
0,3400.2211
0,2562.8109
0,2060 3980

0,1725.4837
0,1486.2828
0,1306.9029
0,1167.4037
0,1055.8208

0,0964.5408
0,0888.4879
0,0824.1482
0,0769.0117
0,0721.2378

0,0679.4460
0,0642.5806
0,0609.8205
0,0580.5175
0,0554.1532

0,0530.3075
0,0508.6371
0,0488.8584
0,0470.7347
0,0454.0675

0,0438.6888
0,0424.4553
0,0411 2444
0,0398 9502
0,0387.4811

0,0376 7573
0,0366.7089
0,0357 2744
0,0348.3997
0,0340.0368

0,0332.1431
0,0324.6805
0,0317.6150
0,0310.9160
0,0304.5560

0,0298.5102
0,0292.7563
0,0287.2737
0,0282.0441
0,0277.0505

0,0272.2775
0.0267.7111
0,0263.3384
0,0259.1474
0,0255.1273

dtugu w ciggu w okresow: —

2 °/o
1,0200.0000
0.5150.4950
0,3467.5467

0,2626.2375
0,2121.5839

0,1785.2581
0,1545.1196
0,1365.0980
0,1225.1544
0,1113 2653

0,1021.7794
0,0945.5960
0,0881.1835
0,0826.0197
0,0778.2547

0,0736.5013
0,0699.6984
0,0667.0210
0,0637.8177
0,0611.5672

0,0587.8477
0,0566.3140
0,0546.6810
0,0528.7110
0,0512.2044

0.0496.9923
0,0482.9309
0,0469.8967
0,0457-7836
0,0446.4992

0,0435.9635
0,0426.1061
0,0416.8653
0,0408.1867
0,0400.0221

0,0392.3285
0,0385.0678
0,0378.2057
0,0371.7114
0,0365.5575

0,0359.7188
0,0354.1729
0,0348.8993
0,0343.8794
0,0339.0962

0,0334.5342
0,0330.1792
0,0326.0184
0.0322.0396
0,0318.2321

3°/0
1,0300.0000
0,5226.1084
0,3535.3036
0,2690.2705
0,2183 5457

0,1845.9750
0.1605 0635
0,1424.5539
0,1284.3386
0,1172.3051

0,1080.7745
0,1004.6209
0,0940 2954
0,0835.2634
0,0837.6658

0,0796.1085
0,0759.5253
0,0727.0870
0,0698.1388
0,0672.1571

0,0648.7178
0,0627.4739
0,0608.1390
0,0590.4742
0,0574.2787

0,0559.3829
0,0545.6421
0,0532.9323
0,0521.1467
0,0510.1926

0,0499.9893
0,0490.4662
0,0481.5612
0,0473.2196
0,0465.3929

0,0458.0379
0,0451.1162
0,0444 5934
0,0438 4385
0,0432.6238

0,0427.1241
0,0421.9167
0,0416.9811
0,0412.2985
0,0407.8518

0,0403.6254
0,0399.6051
0,0395.7777
0,0392.1314
0,0388.6549

4°/.
1,0400.0000
0,5301.9608
0,3603.4854
0,2754.9005
0,2246.2711

0,1907.6190
0,1666.0961
0,1485.2783
0,1344.9299
0,1232.9094

0,1141.4904
0,1065.5217
0,1001.4373
0,0946.6897
0,0899.4110

0,0858.2000
0,0821.9852
0,0789.9333
0,0761.3862
0,0735.8175

0,0712.8011
0,0691.9881
0,0673.0906
0,0655.8683
0,0640 1196

0,0625.6738
0,0612.3854
0,0600.1298
0,0588.7993
0,0578.3010

0,0568.5535
0,0559.4859
0,0551.0357
0,0543.1477
0,0535.7732

0,0528.8688
0,0522.3957
0,0516.3192
0,0510.6083
0,0505.2349

0,0500.1738
0,0495.4020
0,0490.8989
0,0486.6454
0,0482.6246

0,0478.8205
0,0475.2189
0,0471.8065
0,0468.5712
0,0465.5002

e I

5°/0
1,0500.0000
0,5378.0488
0,3672.0856
0,2820.1183
0,2309.7480

0,1970.1747
0,1728.1982
0,1547.2181
0,1406.9008
0,1295.0458

0,1203.8889
0,1128.2541
0,1064.5577
0,1010.2397
0,0963.4229

0,0922.6991
0,0886.9914
0,0855.4622
0,0827.4501
0,0802.4259

0,0779.9611
0,0759.7051
0,0741.3682
0,0724 7090
0,0709.5246

0,0695.6432
0,0682 9186
0,0671.2253
0,0660.4551
0,0650.5144

0,0641.3212
0,0632 8042
0,0624.9004
0,0617.5545
0,0610.7171

0,0604.3446
0,0598.3979
0,0592.8423
0,0587.6462
0,0582 7816

0,0578.2229
0,0573.9471
0,0569.9333
0,0566.1625
0,0562.6173

0,0559.2820
0,0556.1421
0,0553.1843
0,0550.3965
0,0547.7674
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Spis rzeczy.

Przedmowa do wydania I-go
Przedmowa do wydania li-go
Wstgp

Pojecia ogolne

ROZDZIAL 1.
Kapitat na procencie sktadanym
1 Okresy roczne
Zadania
2. Stopa dostosowana Wzgledna i bezwzgledna

ROZDZIAL 1I.

Srednf termin
Zadania

ROZDZIAL 1l

Kapitalizacja wktadek

1 Wkiadki wnoszone zgory

2. Wkiadki wnoszone zdolu
Zadania

3 Zamiana Wk{adek
Zadania .

4. Wkiadki zmienne

ROZDZIAL V.

Renty

1 Platnos¢ zdotu

2. Platnosc¢ zgory

3 Zamiana rent .
4. Renty odroczone

a) Renty czasowe odroczone, nabywane na podstawie je-

dnorazowej wkiadki .

b) Renty czasowe odroczone, nabywane na podstaW|e okre-
. . . .5

sowych wkiadek
5. Renty zmienne
6. Renty wieczne
Zadania
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ROZDZIAL V.

Umorzenia

1
2
3

Umarzanie pozyczek ratami
Plan umorzenia . .
Umarzanie pozyczek rataml oznaczonemi
Zadania . . . . . . .
Umarzanie pozyczek wyrazonych w obli-
gacjach
a) Wykup podtug wartosci nominalnej
Zadania .
b Wykup podtug WartOSCI Wyzszej niz nomlnalna .

ROZDZIAL VI.

Kurs pozyczek

1

2

3.
4
5

Obligacje wykupywane réwnemi ratami w réwnych odste-
pach czasu drogg losowania

Obligacje wykupywane droga Jednorazowej sp{aty WSCIS|e
okreslonym terminie

Kurs parytetowy .

Konwersja

Konsole

Zadania

ROZDZIAL VII.

Ubezpieczenie od strat spowodowanych losowaniem amorty

zacyjnem
1 Premja netto ptatna przez caty okres umorzenia

2

3

Premja netto zmienna ptatna do chwili wylosowania
Premja netto stata ptatna do chwili wylosowania
Zadania

Tablice.
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