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PRZEDMOWA. THOIACZA,

Przetozywszy ksigzke niniejszag na jezyk polski i oddajac jg do uzytku
publicznego pochlebiam sobie, ze zdotam ufatwi¢ znacznie poczatkujgcym
uczniom nauke rysunku cyrklowego i linijnego; pragne, aby moje usitowa-
nia w tym wzgledzie przyniosty pozyteczny skutek.

Zastrzedz sie musze od zarzutéw, jakieby niniejszemu ttumaczeniu
uczyni¢ mozna, mianowicie co do wyrgzownictvéa bo kazdy rzecz rozumie-
jacy przyzna wielkie trudnosci, jakie samg te”nunologia przedstawia, staratem
sie jednak o ile moznosci potaczyé zrozumiatosé jpdokigdnoscia ttumaczenia.

Nieposiadajac w naszym jezyku nazw wiaipfh~ch dla wszystkiego, po-
zwolitem sobie niektére z nich utworzy¢, inne za$ zachowa¢ w jezyku nie-
mieckim o ile te u nas sg w potocznem uzyciu.

Na zakonczenie niech mi wolno bedzie ztozy¢é nalezne podziekowanie
Profesorowi Ferdynandowi A. Heissigowi za chetne a bezinteresowne
zezwolenie przelozenia swojego dzieta na jezyk polski a Dr. Pawlowi
Brzezinskiemu Dyrektorowi c. k. Instytutu technicznego w Krakowie za
rady i skazéwki czynione mi z calg gotowoscig i poswieceniem przy prze-
gladaniu rekopismu.

Krakéw w Sierpniu 1875.

A. uz J. Nawratif.






Przedmowa autora do pierwszego wydania.

Pismo to opracowatem dla tych uczniéw, ktérzy uczeszczaja na nauke
rysunku cyrklowego i linijnego w Il i Ill. klasie nizszej i w I. klasie wyz-
szej szkoly realnej. Poniewaz jednak obok zwykle przychodzacych elemen-
tarnych wykreslen zwrdcono takze uwage na zamieszczenie roznych czesci
budowlanych i machin, jak réwniez i na nauke naktadania farbami, przeto
dzietko to moze takze dla poczatkujacych rysownikoéw praktycznych, ktorzy
w tym kierunku dokiadnego przygotowania szukajg, mie¢ pewng wartosé.

Uczacy sie w szkole bedzie te specyalng gataz jeszcze gorliwiej uprawiat,
jezeli otrzyma techniczne zapiski dla swego przysztego wyzszego wyksztatcenia.

Aby cene dzietka doprowadzi¢ do minimum, a przytem aby to co
jest najpotrzebniejsze przy kresleniu uwzgledni¢, musiatem wykona¢ mate
ligury, ktdére uczacy sie, podczas C¢wiczenia, powinien powiekszy¢ trzy do
czterech razy.

Wieden, dnia 24 kwietnia 1855.
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Przedmowa H trzeciego wydania.

Uporzadkowane zagadnienia w tej ksiazce stuza, jak to tytut wskazuje,
do nauczenia sie geometryczno-p'animetrycznych wykreslen i tych ptaskich
postaci, wzietych z praktyki technicznej, ktérych moi uczniowie z szczego6l-
niejszem zamitowaniem juz to uczg sie i w nich ¢wicza, juz je takze badaja.

Aby graficzng zreczno$¢ uczacego sie rozwingé i wyksztatci¢, rozpo-
czeto od fizycznego punktu, linii, a nastepnie przeszto sie do mechanicznych
potem geometrycznych czesci prostej, do katow i tak postgpiono z wprawg
do nadzwyczaj waznej nauki kre$lenia figur ztozonych.

Rozumie sie wreszcie samo przez sie., ze juz przy pierwszem przyto-
zeniu lineatu i cyrkla najwazniejsze poczatki nauki o postaciach geometry-
cznych a przy dalszych ¢éwiczeniach takze poczatki geometryi znane by¢
powinny. W tem dziele przytoczone dowody dobroci wykonanych wykre-
Slen sg tylko powt6rzeniami geometrycznych twierdzen, ktérych uczono sie
poprzednio metodg syntetyczng a sa mniejszym drukiem od drugiej czesci
tekstu, juz to tylko wskazane, juz tez zupeinie wyprowadzone.

Nie wszystkich dowodéw moze uczy¢ sie poczatkujagcy w podanym
porzadku a czesto potrzeba pomija¢ ze wzgledu na wiek mtodzierica, sto-
pien jego przygotowania w trygonometrycznych dowodach jak tez tych,
ktére polegajg na geometryi wykresinej i nowszej, bo te sposoby dowodzenia
stanowig tylko uzupetnienie innych dowoddw.

Zagadnienia i rozwigzania przytoczone sg wiekszemi czcionkami dru-
kowane od dowodow i uwag, ktore wiasciwie stuza do wprawy i wyuczenia
sie geometryi konstrukcyjne;j.

Oprocz zagadnien i potrzebnych do tego rozwigzan umieszczono takze
niektére z najwazniejszych twierdzen o przystawaniu i podobienistwie, aby
uczgcemu sie poda¢ mozno$¢ powtarzania najwazniejszych twierdzeh zasa-
dniczych powyzszych ¢wiczen w zwigzku z wykresleniami lub tez poczgtku-
jacego z niemi zupetnie obeznad.

tatwo spostrzedz mozna, ze zwr6cono gtéwng uwage na potgczenie
rysunku konstrukcyjnego z geometrya, a to jest zgodne z planem nauko-
wym, podlug ktérego w nizszych klasach nie powinno sie w ogdlnosci
nigdy uczy¢ rysunku bez geometryi i przeciwnie geometryi nigdy bez kon-
strukcyjnego rysunku.



Ostatnie postepowanie odbywato sie wprawdzie zawsze, jednak omi-
nieto doktadne wykreslenia elementarne idac za wytknietym celem geometryi.
Potaczenie tych przedmiotéw w jeden, czyni zawsze w klasach nizszych
jasno dobitne nauczanie tak w teoryi geometryi elementarnej, jakotez i w czesci
praktycznej graficznego przedstawienia. Doswiadczenie przekonywa jak wazne
sq Cwiczenia elementarne w konstrukcyjnym rysunku, uczacy sie wykonuje
postacie cyrklem i lineatem, potrzebne do dowoddéw, wnioskéw i dodatkow,
ktére ma rozwigzaé¢, a im dokfadniej te postacie kresli, tern prosciej i ta-
twiej przychodzi mu dowodzenie na podstawie twierdzeh poprzedzajacych,
rozwigzujac zagadnienia wystarcza czesto sam rzut oka na linie doktadnie
utozone, aby rozpozna¢ zwigzki elementéw ukladu linijnego, i aby tern
fatwiej z pomoca spokojnego namystu wynalez¢ znane twierdzenie w ktérem
to czego sie zada, w zagadnieniu jest jako wniosek wyrazone. Wiele geo-
metrycznych rozwigzan, zagadniehh danych nie da sie bez poprzedniego do-
ktadnego przedstawienia postaci ani doprowadzi¢ do konhca ani tez dowiesc,
sposéb analityczny wskazuje najwyrazniej potrzebe dokladnego graficznego
przedstawienia, jako wstepu do wiasciwego rozwigzywania zagadnieh i od-
powiedniego dowodu.

Og6t geometryczno-konstrukcyjnych ¢wiczeh od reki stanowi pierwszy,
a geometryczny cyrklowy i linijny rysunek drugi stopienn jako wstep do
elementarnego technicznego rysunku.

Mnichéw w WrzeSniu 1874-

F. A. Heissiff.



W STETP

i.
ni Okreslenia.

7elcin nauki rysunku cyrklowego i linearnego jest: przedstawienie rozma-
itych postaci geometrycznych na ptaszczyznie rysunkowej, jako tez badanie
ksztattu, potozenia i wielkosci tychze.

Pod postacig geometryczng (figurg) przedstawiong na karcie rysunko-
wej rozumie¢ nalezy: ptaszczyzne ograniczong linijami. Posta¢ taka moze by¢
zupetnie albo czeSciowo ograniczong. Linije ograniczajgce potozenie moga
byé: zbiegajgce, przecinajgce, rownolegte, stykajgce, mogg takze lezeé ra-
zem lub rozproszone.

Rozciggltos¢ jest wielkos¢ taka, ktérej czesci sa rozproszone.

Przy geometrycznych postaciach nalezy uwazac i badac ich ksztatt (forme),
wzajemne potozenie, a wreszcie ich rozciggtos¢ (wymiary).

Chcac przedstawi¢ rozmaite figury, badac¢ ich wielko$¢ i wzajemne po-
tozenie, potrzeba naprzoéd zna¢ geometryg elementarng, rézne narzedzia i ma-
teryaly *). Biegto$¢ w rysunku geometrycznym nabywa sie przez graficzne
rozwiezywanie wielu zagadnien. Geometryg pochodzi z greckiego (? yfj ziemia,
juToitr mierzyc).

2.

Postacie geometryczne przedstawiamy w rysunku na ptaszczyznach. Po-
niewaz takowych t. j. jako ptaszczyzny nie posiadamy, ale uwaza¢ je mo-

*) Wielu uwaza rysowanie jako czysto mechaniczng biegtos¢ i to poréwnywa z kaligrafija.
Takie bezpodstawne twierdzenia nierzadko zdarzajg si¢ i czesto rozpowszechniane bywajg, aby
ponizy¢ te umiejetno$¢ i sztuke, odejmujac jej nalezytg waznos¢.
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zerny jako granice ciat istniejgcycli, przeto uzywamy w tym celu ciat jak
np. papieru, pergaminu, ptoétna rysunkowego, tablic drewnianych i tupkowych
i t. p. Poniewaz punkta i linije, przedstawione na takich ciatach za pomoca
rozmaitych materyatéw, zmystami pojmujemy, dlatego tez zowigsie one ma-
teryalnemi (fizycznemi) punktami i linijami, i majg trojakie wymiary, t. j.
dtugos¢, szerokos$¢ i grubos¢é. Znaki te robig sie badz mokremi, badz tez su-
chemi materyatami. Poruszajac jeden z owych materyatéw, odbywa sie wza-
jemne ocieranie, jak np. podczas posuwania kredy po tablicy lub otéwka po
papierze. W skutek tego posuwajgce sie ciato pozostawia za sobg slad, wska-
zujacy droge, jakag odbyt punkt ruchomy zetkniecia. Ta widzialna droga jest
tylko znakiem linii. Dla krotkosci jednak zowiemy znak punktu punktem
(Punkt), znak linii linijg (Linie). Dla rozroznienia punktéw pomiedzy soba,
oznaczamy je literami matego lub duzego alfabetu tacinskiego lub greckiego,
jak np. punkt A, punkt a, punkt punkt @

Powstate materyalne punkta i linije sg uzmystowieniem idealnych czyli
geometrycznych, albo matematycznych punktéw i linij.

3

Linijg prostg oznaczamy dwoma literami, z ktorych jedne na poczatku,
a drugg na koncu linii umieszczamy. W niektérych razach oznaczamy linijg
prostg jedng tylko litera, umieszczong na $rodku, mianowicie, jesli jej dhu-
gos$¢ uwzgledniamy.

Krzywe linije oznacza sie czesto kilkoma titerami, z ktorych niektore
umieszczone sa przy znaczniejszych zagieciach. Litery wymawiamy jedne po
drugiej w porzadku, w jakim sg przy linii napisane. Nazwe linii wyma-
wiamy czytajac litery od poczatku lub od konca. Tak samo czyta sie nazwa
zamknietej figury.

Do oznaczania geometrycznych postaci nie zawsze wystarczajg litery
facinskiego abecadta, przeto zmuszeni jesteSmy postugiwacé sie w tym razie
alfabetem greckim, ktéry w tym celu, dla poczatkujacych umieszczamy:

Alfabet grecki:

A a, alfa. 1 i, jota, P g, ro

B (3, beta. K y., kapa. NVe, sigma.
r y, gama. A lambda. T t, tau.

A 6, delta. Mfi, mi. T v, ypsilon.
E «, epsilon. N i1 ni. <$e, i

z zeta. 3%, ksi.’ X'y, chi.

H ri, eta. O o, omikron. T)  psi

0 h, teta. Hn, pi. il a, omega.

Niektore narzedzia i materyatly rysunkowe.
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Narzedzie lub materyat rysunkowy nalezy brac¢ rekg czystg i nastepnie
podczas catej roboty powinno sie czysto utrzymywacé rece™ Chcac z korzyscia
i zwinnie rysowac, potrzeba sie przyzwyczai¢ do pewnego porzadku i to do
tego stopnia, aby jeden i ten sam przyrzad lub materyat zawsze na jednem
i tern samem ktas¢ miejscu. Poczatkujacy powinien sie przyzwyczajac¢ do do-
ktadnego, czystego i pieknego rysowania. Scista doktadno$¢ jest pierwszym
warunkiem skoniczonego rysunku cyrklowego. Wymagana czysto$¢ i dokia-
dnos¢ ukonczonego rysunku, dziata korzystnie na uczacego sie, bo tym spo-



sobem uczy sie cierpliwosci i porzadku. Rysujac, nalezy siedzie¢ prosto, piers$
tkrzym_aé w pewnem oddaleniu od rysownicy, a oczy od ptaszczyzny rysun-
owej.

Przez uczenie sie rysunkow, naby¢ mozna wiele zalet i przyzwyczajen,
jak np. wytrwatg pilnos¢, zamitowanie spokojnej pracy, porzadek, czystos$¢
i przyzwoito$é. W rozpoznawaniu, poczuciu i zamitowaniu piekna, znajduje
sie niejako przeciwwage surowosci i prostactwa umystu, nikczemnosci zmy-
stowej i upodobania w zgdzach poziomych. Umiejgcy dobrze obchodzi¢ sie
z cyrklem, lineatem, rajszyng i grafionem, wykonuje wiele rzeczy zreczniej
od tego, ktoéry sie rysunku cyrklowego i linearnego nie uczyt.

5.

Papier rysunkowy *) powinien by¢ dobrze klejony, gesty, a powierz-
chnia jego o ile moznosci gtadka. Dobry papier rysunkowy mozna czesto na-
stepujacemi sposobami rozpoznac: a) Pierwszg oznaka dobroci papieru jest
wszedzie jednakowa grubo$¢, ktérg z tatwoscig rozpozna¢ mozna trzymajac
arkusz do Swiatta, b) Zewnetrzna krawedz papieru jednostajnie zwilzona, nie
powinna chciwie i predko pochtania¢ wilgoci, lecz zmoczone miejsce winno
wolno i réwno wysychac; to oznacza, ze papier byt dobrze klgjony i ze jest
do rysowania zdatny, c) Papier pocierany wzdtuz krawedzi gumaelastyka nie
powinien przez to traci¢ swej gtadkosci.

W Anglii przygotowujg do rysunkéw bawetniane materye, przyrzadza-
jac je w tym celu wiasciwymi sposobami, ku temu uzywajg zywicy, tugu,
potaziu i t. » Materya ta jest trwatg i mozna na niej wykonczaé rysunki
bardzo czysto.

Najpewniejszg prébg papieru rysunkowego jest otrzymanie na nim w cza-
sie rysowania, bardzo czystych linij konturowych i gry farb (Farbentbne);
papier posiadajgcy te przymioty jest dobrym.

6.

Otéwki. Srednio twarde otéwki, oprawione w drzewo nie bardzo twarde,
dajgce jednostajne, jasno-szare kreski, ktore z tatwoscig wyciera¢ sie daja,
nie rozmazujac sie przytem, sa najodpowiedniejsze do cyrklowych rysunkéw.

Chcac rysunek zostawi¢ tylko w konturze otéwkowym, nalezy wykonac
go otowkiem twardym. Otowek taki, jesli jest dobrym, winien pozostawiac
$lad jednostajnie ciemny; otéwki zadzierajgce lub nie jednakowy $lad zosta-
wiajace sg zte, bo linija taka wyciggana tuszem zalewa sie¢ w zadartych miej-
scach. Do geometrycznych wykreslen uzywa sie otdowkow A. W. Fabera Nr. 3.
W austryackiej fabryce L. et O. HardtmutFa wyrabiane otéwki, z ktdérych
numera 3 i 4 do rysunkoéw geometrycznych najlepiej sie nadaja, sg juz dla
swej taniosci godne polecenia. Do kre$lenia prostych linij z pomocg lineatu,
zacinamy otéwek klinowato; sposob ten jest bardzo praktyczny, bo przy ry-
sowaniu wiekszej ilosci linij jednako grubych, niepotrzeba czesto zacinac
otdbwka. Doswiadczony rysownik posiada obok klinowato zacietego otéwka,
drugi stozkowato zaciety. Ten powinien by¢ o jeden stopien migkszy i stuzy
do kreslenia linij krzywych wolng reka; co tez poczatkujacym zaleca sie.
Otéwki zacinamy nozem, a ostrzymy koniec delikatnym pilnikiem lub po-
meksem.

7

Gumaetastyka (Gummielasticum, Kautschuk) uzywa sie do wycierania
zbytecznie diugich i niepotrzebnych linij, przeciggnietych podczas predkiego

*) Zalecenia godny jest rysunkowy papier w Wiedniu: Karathnerstrasse Nr. 37 i Gum-
pendorf Nr. 16 u J. Mayr i Fessler.
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rysowania. Linije te powinny by¢ w jednym kierunku wycierane i po wy-
ciggnieciu tuszem nie moga, by¢ widoczne. Gumaelastyka przy zwyktej ciepto-
cie nie powinna by¢ ani twarda ani tez zbytecznie miekka, przy wycieraniu
za$ nie powinna zostawia¢ na papierze brudnych lub zamazanych plam. Gu-
maelastyka dituzszy czas uzywana plami papier, czemu zapobiega sie, obcina-
jac ja scyzorykiem przed uzyciem.

‘Gumaelastyka skrobaczka (Radir-G umm ilasticum) stuzy do wyskro-
bywania linij wyciggnietych farbami lub bardzo twardym otowkiem.

Zapruszony rysunek oczysci¢ mozna Swieza osrodka z chleba, lub ku-
diatg biatg albo jasno-zottg skérka irchowa.

8.
Tusz do wyciagania (Ansziehtuscli). Wszystkie linije konturowe ry-
sunkéw cyrklowych i linearnych nakreslone otéwkiem, wyciggamy tuszem,
dla uczynienia ich wyrazniejszemi i dla uchronienia od zatarcia. Dawniej,

gdy jeszcze do lawowania (rozmywanie tuszu pedzlem) wiekszg przywigzywano
warto$é, starano sie o dobry tusz chinski; dzisiaj rzadko sie to juz zdarza,
gdyz farbami, bez uzycia tuszu chinskiego, réwniez fadne obrazy (rysunki),
z wyjatkinm planéw sytuacyjnych, wykonywa¢ mozna.

Do wyciagania linij uzywamy tuszu wyrobu krajowego, znajdujgcego sie
w handlu, ktory posiada mocno czarng z niebieskawym odcieniem barwe. Do-
bro¢ tuszu rozpozna¢ mozna, pocierajac go zwilgoconym koricem palca, dopdki
ten nie zostanie zupetnie pokryty. Dobry tusz powinien barwi¢ i rozcierac sie
powoli, nie powinien predko Schng¢, a miejsca tuszem powleczone powinny
po wyschnieciu mie¢ pewien staby potysk. Wyschnieta tarta powierzchnia
tuszu powinna by¢ catkiem gtadka, niepopekang, ani tez chropowatg. Zasu-
szonym juz lub starym tuszem mozna tylko wowczas konturowe linije wycia-
ga¢, gdy go drugi raz z wodg doskonale utrzemy. Przy wycigganiu przed-
miotdw, majacych by¢ natozoneini farbg, nalezy unika¢ zasuszonych a-kil-
kakrotne rozpuszczanych tuszow.

* R&zne farby wodne.

9.

Farby stuzg do uwydatnienia rozmaitych czesci sktadowych przedsta-
wionego przedmiotu, aby ten stat sie milszym oku ogladajacego. Do malowa-
nia takich przedmiotéw uzywane sg farby Ackermann’a, lepsze od farb 1. An-
reiter’a, lecz te ostatnie z powodu przystepnych cen sg wiecej uzywane. Dobre
i tanie farby I. Anreitera naby¢ mozna u T. Mayr i Fessler w Wiedniu,
Kdrnthnerstrasse Nr. 37 i u tegoz na Gumpendorf, Kirchenplatz N r- Polece-
nia godne sg takze farby G. Bormann’a nastepcow w Berlinie, handel przy
Brtiderstrasse Nr. 39, fabryka za$ przy Holzmarktstrasse Nr.5. Wspomniona
firma sprzedaje takze rozgatunkowane farby t. z. miodowe (Honigfarb en)
Nr. 1l po cenie 1 tir., a tuszowe farby (Tusclifarb en) po cenie 1 tir.
i 5 sgr. Uzywane sg takze mokre farby (feuchte Wasserfarben) Dra
Fr. Schonfeld’a i Spotki w Dusseldorf. Wszystkie ponizej wymienione farby
tuszowe, najlepiej uciera¢ z woda przekroplong (destylowang) lub z de-
szczbwka, gdy majg by¢ uzyte do nakladania, wowczas uciera sie je na
palcu lub lekko na matowej szklanej ptycie, albo porcelanowej tabliczce.

I. Anreiter w Wiedniu wyrabia farby w ksztatcie guzikéw (Calotten-
form) po nizej podanych cenach. Poczatkujgcy winien zaopatrzy¢ sie tylko
w najpotrzebniejsze z nich i to woéwczas tylko, jezeli juz posiada nalezytg
biegto$¢ w kresleniu, aby madgt uczy¢ sie nakiadania farbami.



Cennik rozmaitych farb wodnych.

10.

Cytrynowo - zotta (Citronengelb), zétta neapolitaniska (Neapelgelb), chro-
mowo - z6tta (Chromgelb) Nr. 1, Nr. 2, Nr. 3, _guraiguta (Oummigutti), jasny
ugier (Lichtocker), pojedynczo 5 cent. w. a. Zdéka indyjska (Indischgelb) po
15 cent. Ugier cielisty (Fleischocker) po 5 ¢. Kamien zotciowy (Gallstein) po
10 c. Minija (Minium), cynober (Zinnober) po 5 c. Karmin (Cannin) po 15 c.
Lak monachijski (Minchnerlack) po 10 c. Karmin Nr. 3 po 5 c¢. ROz indyjski
(Indischrot), r6z wenecki (Venetianer rot) po 5 ¢c. R6z (Rosakrapp) po 10 c. Siena
palona (Siena gebrannt), réz zelazny (Eisenrot), ziemia angielska (Engelrot), ugier
palony (Ocker gebrannt), ziemia Pozzuolo ( Pozzuolo-Erde) po 5 ¢. Lak marzannowy
brunatny (Braunlack), lak zo6tty (Gelblack) po 10 c. Ziemia Cassler (Casslererde),
bistr (Bistre), umbra palona (Umbragebrannt), umbra (Umbra), brunatna Yandyek’a
(Vandyckbraun), sepia R. (Sepia E.), sepia (Sepia), smocza krew (Drachenblut)
po 5 c. Ciemno-marzannowa (Dunkelkrapp), lak Cezara (Césarlack) po 10 o.
Ztota purpura (Goldpurpur) po 15 c. Fiolet (Violet), fiolet zelaza (Eisenviolet),
roz atramentowy (Neutral - Tintroth), biekit atramentowy (Neufraltinte), biekit
popielaty (Asehblau) po 5 c. Kobalt (Cobaltblau) po 10 c. Biekit pruski (Ber-
liner-blau) po 5 C Ultramaryn (Ultramarin) po 10 c. Biekit paryski (Pariser-
blau), bilekit indychtu (Indigoblau), zielen ciemna (Mitisgrdn), zielen jasna
(Engelgriin), zielen roslinna (Saftgriin), zielen chromowa (Chromgriin), zielony
cynober (Zinnobergriin), zieleh ptowa (Oelgran), zieleh oliwkowa (Olivengrin),
czern z sadzy (Beinschwarz) i czern lampowa (Lampenschwarz) po 5 c.

Farby dla poczatkujgcych. Chromowo-zétta Nr. 1, gumiguta, kamien z6i-
ciowy, siena palona, ciemny ugier, minia, karmin, rdz indyjski, ugier palony,
bistr, smocza krew, bitekit atramentowy, kobalt, bekit pruski, btekit indychtu,
zielenn ciemna, zielen roslinna i biel otowiowa.

Mieszanie farb i naktadanie geometrycznych figur.
11.

Co sie tyczy wyboru pojedynczo wymienionych farb do naktadania fi-
gur, jest rzeczg niemozebng, poda¢ doktadne przepisy mieszania tychze, dla-
tego tez przedstawie krotko w nastepujacy sposob, jak przez nakladanie na-
rysowanej ptaszczyzny, techniczny przedmiot przyblizenie oznaczamy.

Poniewaz naktadania pojedynczych ptaszczyzn na planach sytuacyjnych
w Kkrotkim czasie i bez trudnosci nauczy¢ sie mozna, za$ kolorowanie planow
budowniczych i machin wiecej nauki i technicznej biegtosci yvymaga, przeto
przedstawie w krotkosci, jakiemi migszaninami farb pojedyncze parcele i przed-
mioty planu sytuacyjnego zwykle naktadane bywajg. _

” Budowle kamienne i inne" kamienne przedmioty, jako to._ szerokie mury,
posagi i t p. karminem jasno; publiczne budynki karminem jasniej. Budowle
drewniane: chromowo-zéta, Srednio ciemno. Mosty: drewniane palong siena,
kamienne: karminem S$rednio-ciemno. Goscifice pocztowe bardzo bladym karmi-
nem. Drogi: sepig z palong sieng; chcac oznaczy¢ drogi polue i Sciezki, do-
da¢ nalezy wiecej sepii i naktada¢ dos¢ ciemno. Drogi krajowe i drogi
gminne ta sama mieszanina, tylko rozcienczong. Na ulice, place i podworza
rozciencza' sie jeszcze wiecej poprzednig mieszanine. Do oznaczania drdg
ogrodowych powinna siena palona przewaza¢. Kopalnie gliny: ~palong sieng
dwoma do trzech odcieni, a wieksze szczeliny sepig. Piasek tak jak ogrodowe
Sciezki, tylko jasniej. Skaly sepig dwoma do czterech odcieni, nakfadajac



ostro i spiczasto. Pastwiska: rozcienczonym grynszpanem z matym dodatkiem
gumiguty, bardzo blado.

taki: ta sama mieszaning, mniej rozwodniona, zawierajgcg jednak nieco
wiecej gumiguty. Lasy: najpierw S$tednio ciemny odcien tuszem, potem na-
ktada sie rozcienczong farbag takowa. Pola: blado zottym wyciggiem z tytu-
niu; wycigg ten przygotowuje sie, nalewajac na tytun (Srednigatunek niesa-
letrowany) tyle wody, aby tenze po nad jej powierzchnie nie wystawat, po
kilku godzinach odlewa sie ptyn i przesgcza (filtruje). Ogrody warzywne:
grynszpanem z dodatkiem nieco gumiguty i tuszu lub niebieskiej farby, albo
tez tylko sama zielenig roslinna. Ogrody owocowe, sady: tak jak tgki, tydko
nieco zywiej (mocniej). Winnice: karminem z gumigutg lub lepiej dodac je-
szcze nieco palonej sieny i dostatecznie rozcienczy¢. Wody: biekitem pruskim.
Wazkie strumyki, catg parcele $rednim odcieniem, szerokie za$ zmywa sig
od brzegéw ku Srodkowi, lub tez nakitada pasami, ku brzegom coraz wez-
szemi i ciemniejszemi.

Drzewa, winoros$le, chmiel, zywe ptoty uakrapia sie ciemng zielenig. Grzedy
kwiatow iv ogrodach ozdobnych (spacerowych — Zierg&rten) naktadamy naj-
pierw w pewnych miejscach farbg tgkowa, a nastepnie pstrzy sie je rézno-
barwnie. Granice pojedynczych okregéw, gmin i czesci krajow, naktada sie
w catej ich dtugosci wazkim kolorowym paskiem.

Pojedyncze czesci niektdrych architektonicznych przedmiotéw i machin
naktada sie nastepujgcemi mieszaninami farb:

Mury z kamieni tomowych. Fugi poktadowe i fugi zetknie¢ w murach
z kamienia tomowego powinny by¢ narysowane tylko oléwkiem; wewngtrz
tych granic otowkowych naktada sie plaszczyzny mieszaning z biekitu pru-
skiego, dodajac troche minii a mato karminu. To samo odnosi sie do mu-
row z kamienia ciosowego. Dalsze wykonczenie pedzlem wykonuje rysujacy
wedtug wiasnego upodobania. Praktyczne doswiadczenie okazato, ze nakia-
dajac pedzlem tatwiej i pewniej dojdziemy do celu, gdy tak zwane Swiatto
odbite (linije refleksyjne) przed nakitadaniem powleczemy zupetnie biatym
woskiem, zacietym jak otdwek i oprawionym w obsadke; miejsca woskiem
nakreslone pozostang biate, po natozeniu farba.

Mury z cegiet naktada sie rézem Saturna z malym dodatkiem karminu;
podczas naktadania pojedynczych cegietek tg mieszaning, bierze sie w od-
wrécony pedzel rozpuszczony biekit atramentowy, to znéw chromowo - z6Hg
farbe i w ten spos6b zmieniajagc za kazdg cegietkg, naktada sie odpowiednio
calg powierzchnie muru.

Zaprawy wapienne uwydatnia sie bardzo rozcienczonym roztworem bte-
kitu atramentowego i rézu Saturna, przyczem, od czasu do czasu, przybieraé
trzeba w ten sam pedzel nieco palonej sieny i sepii.

Przekroje ziemi oznacza sie mieszaning karminu z przewazng iloscig bi-
stry, przyczem, podczas naktadania w pewnych miejscach, przybiera sie¢ w ten
sam pedzel biekitu atramentowego i palonej sieny.

tupki naktadamy migszaning biekitu atramentowego, bistry i tuszu.

Zelazo kute: mieszaning bekitu atramentowego i biekitu pruskiego, a w nie-
ktorych razach dodaje sie bardzo mato karminu, — wszystko to lekko roz-
puszczone daje tadng barwe kutego zelaza. Jezeli obok tego koloru przed-
stawi¢ mamy takze rdze (utlenione zelazo kute), to podczas naktadania doda-
jemy jeszcze palonej sieny.

Zelazo lane: tuszem i biekitem atramentowym. Rdza wyraza sie powle-
kajac juz suchg powierzchnig palong sienia.

Miedz: karminem z biekitem pruskim. Jezeli chcemy uwydatni¢ stopien
$niedzi, to podczas naktadania dodajg sie do pedzla farby, ktoreby jg ce-
chowaty.



Cynk: biekitem indychtu i tuszem — ostatni powinien przewazac.
Otow: biekitem atramentowym z tuszem i maka iloscig biatej farby.
Mosigdz: ohromowo-z6Htg lub gumiguta z bistra.

Drzewo twarde: bistra i bardzo mato karminu, przyczem podczas nakta-
dania przybiera sie w pedzel nieco palonej sieny. Drzewo czotowe (Hirn-
holz) twarde, mieszaning z karminu ciemnego i sepii lub bistra.

Miekkie drzewo-, palong sieng dobrze rozcieficzong. Drzewo czotowe
rozcienczonym roztworem karminu ciemnego lub minia.

Wode: odcieniem rozcienczonego kobaltu, a na to nakiada sie w nie-
ktérych miejscach, w ksztalcie poziomych prostokgtow mieszaning biekitu
pruskiego i palonej ugry. W niektérych razach takze palong sieng z zie-
lenig roslinng jako ostatni czesSciowy odcien.

Powietrze: kobaltem.

Cien rzucony i samocien (cien wiasciwy) naktada sie w odpowiednich
miejscach farbg odpowiednig materyatowi. Cienie rzucone murdw, nieco nie-
bieskg — drzew, czerwonawo - brunatna. Wystrzegac¢ sie nalezy naktadania
bialg farbg, w celu wyrazenia odbitego $wiatta, gdyz sie to najczesciej nie
udaje.

Nacigganie papiern na rysownice. Lineat, trojkat
I podziatki.
12.

Nacigganie papieru. Gdy rysunek ma by¢ kolorowany, przylepiamy pa-
pier guma lub karukiem rozpuszczajagcym sie w $linie (Mundleim); w tym
celu zaginam}7 brzegi i odwrotng strone papieru zwilzamy mokra gabka.
Zagiete brzegi smarujemy guma lub karukiem, nastepnie odginamy je na;;o-
wrot i przylepiamy do deski. Papier przylepiony nie ustawia sie pionowo.
Chcac tylko obwod jakiego$ przedmiotu odrysowaé wystarcza przypiaé pa-
pier do rysownicy pluskiewkami (Heftnagel). Na Tab. |, Fig. 49. przed-
stawia powiekszong pluskiewke. Sciety stozek przedstawiajgcy gtowke jest
mosiezny, druga cze$¢ ze stali. Do S$rednio-duzego arkusza potrzeba tylko 4
pluskiewki, ktoremi rogi papieru w miekkie drzewo a nie twarde listwy
ksigzka lub lineatem wgniatamy.

13.

Rysownica v. Rajsbret (Reissbrett). U nas najwiecej sg rozpowszech-
nione rysownice z dwoma listwami po bokach. Wielko$¢ ich jest rozmaita;
rozrézniamy trzy nuinera tj, 2, 3'/2i 6- Nr. 2 obejmuje rysownice 13" sze-
rokie, 18" dilugie. Nr. 3‘/2 majg 17" szerokosci a 22" dtugosci zas Nr. 6
sg 24" szerokie a 33" diugie. Pierwsze sprzedajg po 55 cent. Nr. 3‘/2 po
75 c.a Nr. 6 po 1 zir. QO c. w. a. Rysownica z dobrego wysuszonego
drzewa sosnowego, jodtowego lub lipowego bez sekéw i rys, zupetnie gtadka,
moze by¢ uzyta do naciggania papieru, przeznaczonego do konstrukcyj.

14.

Lineat rysunkowy v. rajszyna (Reisslineal v. Reisssehiene). Aby
sie 0 jej doktadnosci przekona¢ kreslémy podtug niej linig prostg i uwazamy
czy takowa we wszystkich punktach szczelnie dotyka krawedzi lineatu, nawet
gdybySmy potozenie tego lineatu zmienili tj. umiescili go nad lub pod linija.
Lineat czynigcy zado$¢ tym warunkom jest dobry, w przeciwnym razie jest



albo z jednej lub z obydwdch stron do nieuzycia. Zamiast lineatu rysunko-
wego, mozna sie postugiwaé takze zwyktym lineatem. L. M. Tab.l, Fig. 34.

15.

Trojkat (Winkelbrett). O dokladnosci jego przekona¢ sie mozemy
w nastepujacy sposob: jedng przyprostokatnia opieramy o lineat a podiug
drugiej kreslemy prostag, nastepnie obracamy tréjkat okoto nakreslonej linii
tak, aby znéw ta sama przyprostokatniag dotykata szczelnie z drugiej strony
calg dlugos¢ prostéj; a jezeli jednoczednie i druga przyprostokatnig szczel-
nie przylega do lineatu, wodwczas tréjkat jest dobry. Kto z korzyscia chce
rysowac,- musi by¢ zaopatrzony w dwa trojkaty, ktore dosta¢ mozna w han-
dlu pod nazwg trojkat o 45° i trojkat o G0°.

Fodziatki sg albo calowe lub centymetrowe z drzewa, fiszbinu lub metalu.

Opis rajscajgu i jego czesci skiadowych.

16.

Tab. I. Fig A. Cyrkiel do mierzenia (Handzirkel). Srodkowa czgs¢
gtowki (osada— Charniéres) i konce nozek cyrkla powinny byé zrobione
z dobrej bardzo hartowanej stali, aby sie ani nie zaginaly, ani tez tamaly.
U dobrych cyrkli srodkowa cze$¢ osady jest stalowa, boki za$ sa mosiezne;
aby ruchy cyrkla odbywaly sie jednostajnie i bez zbytniego tarcia. Korice
nie powinny wystepowa¢ nagle z grulj¢j nézki cyrkla, ale powinny posiadaé
raczej ksztatt wysmukiego ostrostupa lub iglty, azeby nie dziurawity zanadto
papieru. Konce nézek zamknietego cyrkla powinny sie w jednym punkcie
schodzi¢. Podczas otwierania i zamykania cyrkla powinny sie ramiona po-
rusza¢ jednostajnie i nie zbyt twardo, a takze i nie lekko. Jezeli przy otwie-
raniu lub zamykaniu uzywac trzeba nieco wiekszej sity, to tarcie nalezy
zmniejszy¢. W tym celu wkiadamy kluczyk cyrklowy w dwa mate otworki
w gtowce umieszczone a przez odpowiedni obr6t mozna gérng ptytke zwol-
ni¢. Wystrzegac sie nalezy, aby cyrkiel nie upadat na ziemie, bo albo korice
moga sie utamac albo osada rozsung¢ a przez to konhce nie bedg sie scho-
dzi¢ w jednym punkcie. Mierzac Cyrklem, lub przenoszac nim miare, nalezy
go o ile moznosci stawia¢ pionowo do ptaszczyzny rysunkowej.

17

Fig. B. Cyrkiel kolankowy (Stockzirkel) stuzy do zataczania (kre-
Slenia) kot a takze do przenoszenia miar dlugosci. Cyrkiel ten bywa dwo-
jakiego rodzaju tj. o jednej Srubce lub odwoch — i ten ostatni jest lepszym,
chociaz nie znajduje sie we wszystkich rajscajgach. Dwie $rubki aib stuzag
do przymocowania nézek c i d a w tym stanie mozna go takze uzywaé jako
cyrkla do mierzenia.

Chcac tym cyrklem zatoczy¢ koto, odkreca sie nieco jedng ze Srubek
a lub b, wyjmuje odpowiednig nézke c¢ lub d z trzonéw i wkiada natomiast
otéwnik (kolanko, Bleiknie) Fig. C, ktérg znowu Srubkg w trzonie przy-
twierdzamy. Do rurki f y wprawiamy ostro zaciety, $rednio twardy otowek
a ustalamy go przykrecajgc Srubke przy fg. Przy h u goéry jest staw,
w ktérym kolanko wedtug potrzeby naginaé mozna; ochwianym stawem h
nie mozna kresli¢ porzadnie kot, a przez to i kolanko takie jest nie do uzy-
cia. Dla uniknigcia wielkich dziur w papierze, jakie sie koncem zwykiej
nézki wykluwa, zastepujemy jg no6zka, opatrzong w igte Fig. D. Noézka ta
posiada przy h staw, podobnie jak otéwnik i zakonhczona jest od dotu stoz-



kowata nasada, w ktérej Srubka, k igte lo utwierdzamy. NoOzke z igtg uzy-
wamy bardzo korzystnie, szczeg6llniej za$ przy kresleniu tuszem kilka kot
wspotsrodkowych. Staw przy h powinien posiada¢ przymioty stawu oto-
whika.

18.

Fig. F. Przedtuinik (Yerlangerungsstange). Czesto cyrkiel nie
wystarcza do przenoszenia wiekszych miar lub zataczania kot o wielkim
promieniu; w tym wypadku uzywamy przedtuznika F., ktéry wstawiamy
w trzon kolankowego cyrkla, po wyjeciu zen noézki c lub d, i utwierdzamy
go srubka a lub b. W dolng czes¢ n przedtuznika wprawiamy otéwnik,
przytwierdzamy go $rubkg p do osady, a zestawionym tak cyrklem zataczac
mozna kota o dos¢ znacznym promieniu. Zamiast kolanka, mozna takze
nézke kolankowego cyrkla w osade n wprawié, i te zapomocg p umocowaé
a wtedy cyrklem takim dlugie miary przenosi¢ mozna.

19.

Figury H i K Grafiony (Die Reissfedern). Przy rysowaniu uzy-
wamy grafionu recznego i cyrklowego.

Grafion reczny (Die Ziehfeder). Fig. H stuzy do wyciggania pro-
stych linij; cyrklowy (Zirkelfeder) za$ Fig. K do wyciggania kot.

Od grafionu zalezy czysto$¢, delikatnos¢, ostro$¢ i jednostajno$é¢ ry-
sunku. Ramiona grafionu sg stalowe, jednako hartowane. Ramie b porusza
sie w stawie d. W ramieniu b jest okraglty otwér lub gwint Srubowy, w kté-
rym S$rubka / jest osadzong a w gwint ramienia ¢ wsrubowang by¢ moze.
Ramiona te powinny by¢ Scisle jednakowej diugosci a dolne ich konce pta-
sko zaokragglone. W niektoérych rajscajgach sg grafiony, ktérych trzonek y
wysrubowanym by¢ moze, a wtedy koniec jego opatrzony jest igta, stuzaca
do odkiuwania. Grafion nie powinien wrzynaé sie w papier, powinien bar-
dzo czyste, jednostajnie grube linije wycigga¢. Samem oglgdaniem rzadko
rozpozna¢ mozna dobro¢ grafionu, dopiero przy uzyciu pozna¢ mozna jego
warto$¢. Po kazdem uzywaniu grafionu nalezy ramiona jego starannie oczy-
$0i¢ i czystg oliwg lekko natrze¢, w celu uchronienia go od rdzy.

Fig. IG Grafion cyrklowy ma podobnie jak otéwnik, przy hstaw, w kto-
rym przy wycigganiu kdét o wiekszych promieniach zginany bywa, aby ra-
miona ¢ i b o ile moznosci poruszaty sie pionowo po rysunkowej ptaszczy-
znie. Grafion cyrklowy uzyty powinien by¢ jedynie do kreslenia kot i tu-
kéw a starannie utrzymywany.

Obok wymienionych narzedzi, sa jeszcze inne uzywane, jak np. cyrkiel
do zataczania kot o bardzo wielkich promieniach (Stangenzirkel), cyr-
kiel proporcyonalny (Proportionalzirkel). Cyrkiel do zataczania kot
0 bardzo matych promieniach (Nullenzirkel). Cyrkiel do bardzo do-
ktadnego mierzenia (Haarzirkel), kdétko do kropkowania v. punktowania
(Punktirradchen). Najlepsze rajscajgi wyrabiajg w Aarau, w Szwaj-
caryi.

Y Do niezbednych materyatow rysunkowych naleza takze: miseczki na
tusz i farby, szklanka na wode, pedzel, gabka, néz, ptytka rogowa, gwozdzik
do podkiadania pod cyrkiel, przy zataczaniu kot (Einsatzstiftehen).



Konstrukcye cyrklowe i linearne oparte na
zasadach matematycznych.

Okreslenia i wyjasnienia.

& .
Punkt.

Punkt matematyczny (idealny) zamieniamy na materyalny (fizyczny),
gdy go na ptaszczyznie rysunkowej, okragtym punkcikiem, lub kéteczkiem
przedstawimy.

Cwiczenia w kresleniu prostych.
& 2.

Linia prosta ma wszystkie swe czesci w jednakowym kierunku.

Linie prostg nazwacby mozna takze obrazem pojedynczym.

Obraz pojedynczy sktada sie z czterech bokéw, Z' ktérych dwa prze-
ciwlegte sg na tej samej powierzchni papieru a dwa inne boki obrazu na
przeciwlegtych stronach papieru.

Tab. I, Fig. | przedstawia prostag w potozeniu poziomem, ktorej gru-
bos¢_stosuje sie do jej diugosci. Im diuzsza jest prosta w poréwnaniu do
drugiej, tern grubiej powinna by¢ wyciggnietg. Linije nalezace do jednego
obrazu, majg by¢ jednakowej grubosci, tylko w linearnej perspektywie za-
chodzi wyjatek.

Fig. 2 przedstawialinije kropkowang (punktirte Linie), ktorej punkta
sa malerni przystajacemi prostokgtami. Prosta mozna takze przedstawiac
okragtemi punktami, ktdrych odstepy musza byé tak wielkie, jak ich gru-
bos€. Punktowanych linij uzywamy w konstrukcyi jako liny pomocniczych
(Hilfslinie).



1

Fifl- 3. Przedstawiona tu prosta sktada sie z krétkich prostych linij
i punktdéw; uzywamy jej na oznaczenie linii wypadkowej (Resultatlinie).

8 3.

Linije takie powinny by¢ czysto i pieknie rysowane, biegtosci w teni
kresleniu nabywamy jedynie przez pilne ¢wiczenie sie.

Poniewaz luki koét czesto uzywane by¢ muszg, przy kresleniu linij
réwnolegtych i roéwnych, przy potowieniu prostych, przy wyprowadzaniu
i spuszczaniu prostopadtych, przy przedtuzaniu prostej itp., jest przeto rzeczg
konieczna, ¢wiczy¢ sie w ich kresleniu.

Gdy otworzymy cyrkiel, jeden koniec jego nozki wbhijemy w ptaszczyzne
papieru, a koniec drugiego ramienia obrgpa¢ bedziemy na tejze plaszczyznie
rysunkowej, dopoki nie powrdci do punktu wyjscia, to cyrkiel zatoczy okrag
kota (Kreislinie); jezeli cyrkiel poruszajgc sie nie powraca do punktu wyj-
Scia, to zatacza wtedy tuk (Kreisbogen, arous). Poniewaz oddalenie obu
koricow' cyrkla jest oddaleniem Srodka od okregu kota, przeto otwor cyrkla
réwny jest zawsze promieniowi zatoczonego okregu kota. Zamiast wiec po-
wiedzie¢: oznaczonym otworem cyrkla zatoczy¢ koto, mowi sie takze: ozna-
czonym promieniem ma by¢ koto zatoczone.

& 4.

Zagadnienia. 1. Zatoczy¢ dowolny okrag kota, 2. Z danego punktu
zatoczy¢ dowolny okrag kota. 3. Danym promieniem, w jakiemkolwiek po-
fozeniu, zatoczy¢ okrag kota. 4. Z danego punktu danym promieniem zato-
czy¢ okrag kota, 5. Zatoczy¢ tuk na takich samych danych.

8§ 5.

Fig. 4. Jezeli tu dwie proste tak sie przecinaja, ze powstate ztad
katy wierzchotkiem przeciwlegte, sa katami prostymi, to otrzymamy punkt prze-
ciecia, ktory koncem cyrkla tatwo da sie oznaczy¢ i ten do jakiejkolwiek
konstrukcyi z korzyscig uzytym by¢ moze. Nalezy sie przyzwyczai¢ do ozna-
czania koteczkiem kazdego z punktéw, podobnie jak to w tej tigurze jest
przedstawione.

Fig. 5. W przedstawionych tu prostych punkt przeciecia nie tak tatwo
oznaczy¢ mozna, dlatego tez unika¢ nalezy przecinania prostych, ktoreby do
siebie pod bardzo ostrym katem nachylone byty, gdyz w takim razie ten
punkt pomocniczy nie da sie $ci$le oznaczyc.

Fig. 6. Ta figura przedstawia przeciecie dwoch tukéw. Czesci tukow,
znajdujace sie w poblizu punktu przeciecia, stojg na sobie prawie pionowo,
dlatego "tez ich punkt przeciecia tatwo oznaczonym by¢ moze.

Przedtuzenie prostej.

5. 6.

Okreslenie. Prosta dana zowie sie przedtuzong (verlangerte Gerade),
gdy linija wyprowadzona z jej konca lub poczatku, lezy z nig w tym sa-
mym kierunku.

Zagadnienie. Fig. 7. Dang prosta AB przediuzyé.

Rozwigzanie. Wstawiwszy jedng nozke cyrkla w B otwieramy takowy
az po za A. Tym promieniem (wiekszym jak AB) zataczamy #tuk, ktory
przecinamy w a i b drugim lukiem, zatoczonym z A dowolnym promieniem.
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Nastepnie wstawiamy w a jedne nézke cyrkla i wiekszym promieniem zata-
czamy tuk, przecinajgc go drugim lukiem zatoczonym z b, tyin samym pro-
mieniem; w ten sposdb otrzymamy punkt przeciecia ¢. Prosta cA jest prze-
dtuzeniem danej linii AB.

Wyobrazmy sobie ¢ potaczony z a i b, B zaih A /[ ai b liniami prostemi.

1. AB — Aa, bB =aB, AB = AB przeto AbB 7 AaB podtug Illgo twierdz,
0 przyst. trdjk. <£bBo — allo, aB —bB, oB = oC przeto /\obB s /\oaB podtug ligo
twierdz, o przyst. trdjk,, a ztad bob— aoB = P (jeden prosty), zatetm abJ AB.

2. ao = bo, ac—ch, co—co przeto /\aco”/\bco, zatem -iicoa — <fcob— P,
BAJ”"ab w punkcie o i co_La&w o, ztad wynika, ze cAB jest prostg tj., ze c jestwtym
samym kierunku co i BA czyli AB i co majg A o wspdlne, dlatego tworzg tylko jedne prosta.

8 7.
Zagadnienie. Fig. 8. Przedituzyé prosta w obie strony linealem, nie uzy-
wajac cyrkla.

"Rozwigzanie. W koncowy i poczatkowy punkt prostej wbijamy igietki,
do odkiuwania, przedstawione na Fig. 9 i do tych przykfadamy lineat.
W krawedzi lineatu lezy przedtuzenie prostej.

Dla ¢éwiczenia przedtuzmy prostg pionowg, nie obracajac przytem ry-
sownicy.

Cztery gtowne dziatania liniami prostemi.

Dodawanie.

§. 8.

Okreslenia. 1. Pod sumg dwoch lub wiecej prostych, rozumiemy owa
prostg, ktdérej diugos¢ réwna jest diugosci pojedynczych linij razem wzietych,
albo, ktoéra jest tak diugg, jak tamte razem wziete.

2. Wynalez¢ sume dwoch lub wiecej prostych znaczy: dodaé te linie
do siebie.

3. Proste majgce by¢ dodane, zowig sie dodajniki (Summanden, Ad-
denden, Posten).

Zagadnienie. Fig. !0. Proste a, b i ¢ doda¢ do siebie.

Rozwigzanie. Kreslimy prosta nieoznaczonej diugosci i przenosimy na
nig pojedyncze dane linije np. a—a b= b' wreszcie c= ¢' tak, aby punkt
koncowy jednej czesci dotykat poczatkowego punktu czesci drugiej. Otrzy-
mamy wtedy a-}-b-j-c=a -j-b' c= AB.

Odejmowanie.

8 0.

Okreslenia. 1. Pod roznicg (Differenz) dwoéch prostych rozumiemy owa
prosta, jakg trzeba doda¢ do drugiej prostej tj. do odjemnika, aby otrzymac
pierwszg prosta, tj. odjemna.

2. Oznaczy¢ réznice dwoch prostych, znaczy drugg prosta od pierwszej odjac.

Zagadnienie. Fig. Il. Od prostej AB odja¢ prosta/.

Rozwiagzanie. Cyrklem objgawszy prosta / przenosimy jg np. od B w lewo
na B | tak, aby koniec jej lezagcy po lewej stronie przypadat w & a przeto
/'=1. Ztad otrzymamy: AB—f=A K, a zatem AK jest szukang reszta.

Mnozenie.

§. 10.

Okreslenia. 1. Dwie proste pomnozy¢ przez siebie znaczy, z pierwszej
prostej tj. mnoznej, zawierajacej pewna ilos¢ jednostek miary, utworzy¢ ilo-
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czyn w ten sam sposo6b, w jaki druga prosta tj. mnozna, zawierajgca pewng
ilos¢ jednostek miary powstata z jednosci.

2. Wynalez¢ iloczyn z dwoéch prostych znaczy: pierwszg prostg pomno-
zy¢ przez druga.

3. lloczyn dwdch prostych jest prostokgtem; przytem jednak proste na-
lezy uwazac jako zbior jednostek miary.

s. 11

Zagadnienie. Prosta 4 centymetry diuga, ma by¢ pomnozong przez drugag
prostag o dtugosci 5 cm.

Rozwigzanie. 4 cm. pomnozy¢ przez 5 cm. znaczy (podiug 1) z 4 cm.
w ten sam sposob utworzy¢ iloczyn, w jaki sposob 5 powstato z jednosci; 5
za$ powstato z jednoSci w ten sposob, ze jedno$¢ pie¢ razy za dodajnika
uzyto, bo 5= 1-j—-|-1-F1-f-1, przeto wzigwszy liczbe 4 pie¢ razy za do-
dajnik a wtedy bedzie 4an.5am= 4am-j- 4dam-j- dan-)- 4onl -f- doa= 20am
miary kwadratowej; tj.,, ze wypadek z dziatania przedstawia sie jako pro-
stokat obejmujagcy 200 centymetrow. Takie jest wilasciwe mnozenie
prostych.

Niewtasciwe mnozenie.

5. 12,
Zagadnienie. Fig. 12. Prosta mn mamy wzig$¢ trzy razy tj. nm.3.
Rozwiazanie. Na prosta nieoznaczonej dtugosci przenosimy nrn jako do-
dajnik trzy razy. nm.3 = ce.
Whniosek. Suma dowolnej ilosci réwnych prostych réwna sie iloczynowi,
ktérego mnozna jest jedna z tych réwnych linij a mnoznikiem ich ilos¢.

Dzielenie.

8. 13.

Okre$lenia. 1. Dzieli¢ znaczy: znajgc iloczyn dwoch czynnikéw, z kté-
rych kazdy jest prostg, zawierajacg pewna ilos¢ jednostek miary, i jedne
z tych prostych linij — wyszuka¢ druga.

2. Dany iloczyn, ktéry jest prostokatem, uwazamy za dzielna, dana li-
nija (czynnik) zowie sie dzielnikiem a szukana prosta (czynnik) zowie sie
ilorazem. Pod dzielnikiem i ilorazem rozumie sie liczby, oznaczajace ilos¢
jednostek miary, zawartych w tych prostych.

Przyktad. Jezeli prostokat ABCD dany jest przez dwa przytykajgce
boki (linie proste), z ktérych AB = 5 jednostek linearnych (dm) za§ BC =3

jednostek linearnych gé%) wyn05| natenczas
42 'Pm.Bdn__3dn

8 14,
Zagadnienie. lloczyn dwoéch prostych, z ktérych kazda odnosi sie do
tej samej jednostki linearnej, rowna sie 32Q jednostek, jedna prosta, t. j.
dzielnik ma 8 jednosci (czesci); jak wielka jest druga prosta, czyli iloraz?
Rozwigzanie 32Q]Z:8“ = 8Z.4®:8Z=4CZ Wysokos¢ wiec czyli drugi
przytykajacy bok prostokgta réwna sie 4 jednostkom.

Uwaga. Powyzsze okreslenie jest nawet wtedy wazne, gdy dzielna i dzielnik sg podane
w ksztatcie utamkow.
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Niewtasciwe dzielenie.

8 15
Zagadnienie. Fig. 13. Prosta CD podzieli¢ na siedem réwnych czesci.
Rozwigzanie. Pewien kawatek prostej obieramy wedtug miary oka jako
siddma cze$¢ i przenosimy go na dang linije siedem razy. Jezeli cze$¢ ta nie
byta witasciwie si6dma czescig danej linii, wéwczas zmniejszamy lub powiek-
szamy otwor cyrkla, dopoki nie wynajdziemy zgdanej siddmej czesci.
CD:7= (711= 12= 23= ...6,A bo (7,1-7 = CD.

Rozne zagadnienia.

8 IG.
Zagadnienie. Znalez¢ iloczyn z (4 -j- */5 G.
Rozwigzanie. Na prostej dowolnie nakreslonej przenosimy dang linije G
cztery razy, a do tej sumy dodajemy jeszcze pigtg cze$¢ linii G. Razem
wziete te czedci stanowig zadany iloczyn.

§c 17-
Zagadnienie. Prostg G podzieli¢ na 5 -j- '/i czesci.
Rozwigzanie. G : (5 -f IU) = G : 2Wri prostg G dzielimy na 21 réwnych
czesci i 4 z nich bierzemy za iloraz; gdyz:
G:«/4= */, G, bo 2i/4. 4u G = G.

8. 18.

Zagadnieniu. Fig. 14. Prosta AB podzieli¢ na kilka czesci bedacych do
siebie w stosunku jak 2 :3 :4 :5.

Rozwigzanie. Prostg dzielimy na tyle rownych czesci, ile wynosi suma
danych liczb stosunkowych. 2-j-3-j-4-j-5 = 14. Prostg AB dzielimy na
14 réwnych czeSci i oznaczamy na niej punkta C, D, F, a przez to otrzy-
mujemy:

AC:CD:DF:FB = 2:3:4:5.

Kreslenie linij prostopadtych.

8. 19.

Okreslenie. Prosta jest do drugiej prostopadta, gdy tworzy z ma réwne
katy praylegie. - G L

agadnienie. Fig. 15. Do linii FG poprowadzi¢ prostopadta, przechodzaca
przez jej Srodek.

Rozwigzanie. Pierwszy sposéb. Koniec cyrkla wstawiamy w X i pewnym
otworem cyrkla, wiekszym od potowy FG, zataczamy tuki nad i pod prosta,
tym samvm otworem cyrkla przecinamy te tuki z punktu G, a tak otrzymane
punkta przeciecia a i b tgczymy prostg ab, ktéra jest prostopadta do FG
i przechodzi przez punkt $rodkowy o.

AaFb~AaG b, podlug 3go twierdz, o przyst. trojk. A°-Po = A “ (?0»bo *F =
aG. ao = ao, Fao= przeto Fo = Go, zatem punkt o jest Srodkowy, aoF
= aoG=P,a0J FG.

Drugi sposdb. Fig. 16. Pewnym otworem cyrkla? wiekszym anizeli m*5 za-

taczamy z B luk 1, 2 i przecinamy takowy z A tym samym promieniem, zt
powstaje punkt przeciecia a. Nastepnie jeszcze wiekszym otworem cyrkla



15

zataczamy z A Juk 7, 8, za$ z B tym samym promieniem luk 5, 6; oba te
luki przetng sie w punkcie b. Potaczmy a z 6, to CD jest prostopadta do AB
i przechodzi przez punkt srodkowy C.

Potaczmy A i B z ai 6 prosterai. AB —Bb, Aarzz Ba

/\A ab /\ B ab podtug 3go twierdz, o przyst. tréjk., przeto -jl Ab O — BbC.
A Ab G~ /\ B Cb podtug 2go twierdz, o przyst. trojk.. zate'm AC — B C, przeto C jest punkt
srodkowy, *$.ACb=~tBbC = P czyli CD J_AB.

Uwaga. Sposéb ten jest szczegdlniej wtedy korzystnym; gdy z drugiej strony, na tej samej
ptaszczyznie rysunkowej, nie ma miejsca na pomieszczenie linij pomocniczych.

g« 20.

Zagadnienie. Fig. 17. Z danego punktu o wyprowadzi¢ do AB prostopadta.

Rozwigzanie. Dowolnym otworem cyrkla odcinam na linii AB z punktu o
rowne kawatki, przez co otrzymuje ro = o0s. Z r opisuje wiekszym otworem
cyrkla anizeli rs : 2, luki ab i gh, ktére z s tym samym otworem cyrkla lu-
kami cd, kI przecinam. Potgczywszy punkt przeciecia/ z o, otrzymam zgdang
prostg fo prostopadtg w o, f o przedtuzona przechodzi¢ musi przez n.

Bo or — a«, fr = /«, fo = fo, zatem A /r 0 & fso podtug 3go twierdz, o przyst. tréjk..
przeto ~/#1' = ~nfo» = P, t. j.fo \AB. Przedtuzona fo jest miejscem geometryeznem
wszystkich punktéw, ktére od r i * sg jednako oddalone; ale odlegtosci nr i n* sgsobie réwne,
przeto n lezy w miejscu geometryeznem. czyli kierunek fo przechodzi przez n.

se 21

Zagadnienie. Fig. 17. Z punktu / poprowadzi¢ prostopadia do AB.
Rozwigzanie. Z / zataczam tuk, majacy przechodzi¢ przez ris; potowie
rs w o, a linija tgczagcaf z o, t. j. fo jest do A B prostopadis.
Dowéd jak wvzej.
g 22.

Zagadnienie. Fig. 18. Z konca punktu c prostej be wyprowadzi¢ do niej
prostopadia.

Rozwiagzanie, lIszy sposéb. Zewnatrz prostej bc obieramy dowolny punkt C,
nad nig lezacy. Z tego punktu promieniem Cc zataczamy tuk acg. Otrzy-
many punkt przeciecia b taczymy z C prosta bC i przedtuzamy jg az do
przeciecia sie z lukiem w punkcie d. Potgczmy e zd, to otrzymamy zadang
prostopadtg kc.

Bo kat KCb jest katem na okregu = <£

Uwaga. Sposéb ten zaleca sie bardzo praktykom.

2gi sposob. Fig. 19. Otrzymamy CB prostopadia do AB w koricu B, gdy
dowolnym otworem cyrkla Ba zatoczymy z B tuk i przeniesiemy nan z a
dwa razy promien. Tym samym otworem zataczamy z c i d tuki cg i dk,
ktére sie w t przetng. Potgczywszy punkt/ z B, otrzymamy zgdang prosto-
padtg CB do AB wyprowadzong z punktu B.

Bo /\ac B i A cdB sa réwnobocznemi tréjkatami, przeto aBc— rBd— GO
A Brf~ A Bdf podtug 3go twierdz, o przyst. trojk., zatem <€ dBJ =*$.cBC =30~,

60° -P 30° = 90°, a wiec CB+AB.

3ci sposob. Fig. 20. Dowolnym otworem cyrkla Ba opisujemy tuk ak
i przecinamy go tym samym otworem cyrkla z a punkcie b; a fgczymy z b
prosta i zataczamy tym samym promieniem z b tuk mn, przez co otrzymamy
punkt przeciecia o; prosta tgczaca o z B jest zgdang pionowg CB.

Bo trdjkaty obli, bkB, bko sa réwnoboczne przystajace, -jjiA Bb = 60%, bBo = 30°,
m4 ABb-p bBo = P czyli CB j_ AB w punkcie B.

Isza uwaga. Poniewaz dwa promienie, potowiace katy przylegte, sg do
siebie prostopadte, mozna wiec na mocy tego tatwo nakresli¢ kat prosty. Do
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tego cze$¢ Fig. 44. Zaloienie. Promienie df i dt potowig nieréwne katy przy-
legte cdC i cdi).

Twierdzenie. fdt = P.
Dowad. Cdf = <recdfi o
tdD = <Ecdti z wykreslenia
<f Cdf4- <f tdD = cdf -f- <f cdt. Wyobrazmy sobie promien td przediu-
zony w lewo na dot, i nazwijmy go np. tdz, to <f Cdz — <f tdD, jako katy
wierzchotkiem przeciwlegte; przez podstawienie Cdf <f Cdz= <f cdf
-f- <f cdt lub <fzdf= fdt, jezeli jednak katy przylegte sg rowne, to kazdy

Z nich jest prostym.

2ga uwaga. Fig 21. Jezeli przy kresleniu kot, przenoszeniu jednostek
miary lub dzieleniu prostych, nie lekko i zrecznie z cyrklem obchodzono sie,
to bardzo tatwo moze sie zdarzyé, ze albo oba ramiona S'S' lub jedno z nich
za gleboko w papier wbito, przez co popetnia sie btedy dajgce sie spostrzedz
juzto z samego poczatku, juzto przy samym koncu rysunku. Biledy te usungc
mozna, rysujagc na nowym papierze caly rysunek po raz drugi. Przy kresle-
niu kot zdarza sie nieraz btgd, ze koncowy punkt linii kotowej nie schodzi
sie z poczatkowym, czyli, ze rysujgce ramie cyrkla nie powraca w miejsce
z ktérego wyszto, z ktoérego zaczeto kreslic koto; pochodzi to czesto ztad,
ze chociaz w chwili rozpoczetego kreslenia, koniec b spoczywat w ¢ a koniec a
poruszat sie, jednakze w ciggu dalszej roboty ramie S zagtebiato sie w pa-
pier, a w skutek tego srodek kota c obnizyt sie az do 5, a przez to punkt
koncowy wypadt blizej srodka anizeli poczatkowy. Jezeli przy przenoszeniu
miary ba = R na jaka$ prostg od strony lewéj ku prawej np. do c, jeden
koniec cyrkla np. b za gteboko wbijemy, natenczas na ptaszczyznie rysunko-
wej nie otrzymamy miary ba, lecz mniejsza od niej ca. Gdy staw cyrkla jest
wolny, to moga by¢ procz tego inne jeszcze biedy.

Proste réwnolegte uzyte jako konstrukcya pomocnicza
przy dzieleniu linij prostych.

8. 23.
Okreslenie. Linije proste, bedace wszedzie jednako od siebie oddalone,
zowiemy linijami réwnoleglemi (Parallellinien).

8. 24.
Zagadnienie. Stosownie do powyzszego okres$lenia mamy do prostej cg,
Hg. 134, Tab. Il nakresli¢ réwnolegta, przechodzaca przez dany punkt a.

Rozwigzanie. Z danego punktu a sposobem podanym w Fig- 17 tab. |
spuszczamy na cg prostopadtg ag, z jakiegokolwiek punktu prostej cg np. c,
wyprowadzamy do niej prostopadta cO i z ¢ odcinamy na niej w tym samym
kierunku jak ga odlegtos¢ ga — cf, w koncu przez punkta/ i a kreslimy
prostg fa, a ta bedzie zgdang réwnolegta do cg w danej odlegtosci ag.

Dowdd, ag — cf i ag | cf, bo gdy dwie proste sa do trzeciej prostopadte, to sa réwnole-
gte, zat¢m agcf jest rdwnolegtobokiem, poniewaz boki przeciwne sa parami sobie réwne i réwno-
legte, a zatem fa || gc.

8. 25.
Zagadnienie. Do prostej PR (Fig- 62, tabl. Il) nakresli¢ dwie linije r6-
wnolegte i réwne co do dlugosci.
Rozwigzanie. W konhcowych punktach P i R wystawiam podtug figur 18,
19 lub 20 prostopadte, odcinam RA = PB — AL = BN i przez punkta A, B,
potem przez L i N kresle proste, przez co otrzymam AB # RP i LN # RP.
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Gdyz LR @ANP, poniewaz katy li i P ]ako jednostronne spetniajace (Anwinkel) wyno-
szg razem 2P ; przeto RPBA i RPNL sg réwnolegtobokami. w ktérych boki przeciwne sag ro-
wne i réwnolegte.

8 26.

Zagadnienie. Kre$lenie réwnolegtych za pomoca, lineatu i tréjkata lub
tez za pomocg dwoch trojkatow, odbywa sie jak Fig. 35 wskazuje, w na-
stepujacy sposob: Do tréjkata B mocno trzymanego, przykiadamy trojkat A
i posuwamy go po krawedzi trojkata B do gory lub na dot. Tak otrzymamy
rownolegte ab, cg i t. d.

O dzieleniu prostych za pomoca, linij pomocniczych.

8. 27.

Zagadnienie. Fig. 22. Podzieli¢ prosta na kilka réwnych czesci, np. po-
dzieli¢ prosta OF na pie¢ rownych czesci.

Rozwigzanie. Pod prostg OF kreslimy do niej réownolegta, dtuzsza jednak
uizeli OF i dowolnie obrany kawatek przenosimy na nig 5 razy. taczymy
A z Oi B z F prostemi, ktére przedtuzamy az do przeciecia si¢ w punkcie
np. P, ten punkt fgczymy z punktami 1, 2, 3, 4, a te proste poprowadzone
promienisto przetng dang prostg OF w I, II, Il i IV, zkad powstang roé-
wne czesci Ol, I, 1111— Rozumie sig, ze réwnolegla Ab mozna i*nad
OF nakreslic.

Poniewaz réwnolegte sg nieréwne, przeto proste AO i BV przechodzace przez koricowe

punkta tych réwnolegtych, muszg sie w punkcie P zbiega¢, a /\POV ~ PAB, potem i
A POl ~ /APA1, Pili~ AP 11 PIIIIT ~ /\, P2 3it d Dlatego:
PI.P\ = 10. 1 A i
Pl:P 1= I11I-.
10:1,A= 111:1,2....(11 dalej
Pll1:P2=111: 1,2
Pil: P2 = IlIIl 2 3
1. 1,2= 11111:23 ... . (2)
it d
(1) i (2) stanowia réwnanie stosunkowe:
JO: 1L, A= 111: 1,2=11111:2,3= it d., lub gdy zmienimy wyrazy $rodkowe:
10 ;1= 1, Az, 2~ LHNDL: TNV = 2,3:3,4—.... Lecz wedlug zatozenia z wy-

kresdlenia wynikajgcego, sg wyrazy drugich stosunkéw pomiedzy sobg réwne, a zatem i wyrazy
pierwszego stosunku muszg by¢ takze réwne miedzv sohg, t. j, Ol = I, 11 = 1L 11l — Il
IV = 1V, V

8 28.

Zagadnienie. Fig. 23. Prostag AB podzieli¢ na cztery réwne czesci.

Rozwigzanie. Prostg AB potowimy najprzéd w punkcie D w nastepujacy
sposob: cyrkiel zasadzamy w A i otworem wiekszym od potowy danej linii
zataczamy tuki 11, 12, 13, 14, ktore przecinamy tukami 9, 10, 15, 16, za
toczonymi z B tym samym otworem cyrkla, otrzymamy w ten sposéb punkta
przeciecia gérny a i dolny b. Potaczywszy te punkta prosta, otrzymamy
punkt D t. j. srodkowy punkt danej linii. *Jezeli potowy AD i DB w ten
sam sposéb przepotowimy w Ci F, to zadanie zostanie zupelnie rozwigzane.
AC= CD= DF—FB = 4

Dowdd. /A Aab Si ¢\ Bab podtug 3go twierdz, o przyst. tréjk., przeto  AaD = <£ BaD.

(AADa Si BDa, zatem AD = BD = AB :2. W ten sam sposéb dowodzimy, ze AC= CD =
it d y, AB.

Uwaga. Poniewaz w trdjkacie AaB, Aa -j- Ba AB, dlatego t6z musiano
obra¢ promien wiekszy od potowy dangj linii.

3
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Whniosek. Poniewaz linije pomocnicze sg prostopadle do AB, sg zatem
i réwnoleglte do siebie. Mozna wiec w réwnych odstepach kresli¢ réwnolegte,
gdy na prostej odetniemy czesci rowne, a w koncowych punktach tych sty-
kajacych sie czesSci powyzszym sposobem wykreslimy prostopadte. Te ostatnie
bedg zadanemi rownolegtemi i réwno oddalonemi od siebie.

8 20.
Zagadnienie. Fig. 24. Nakresli¢ kilka prostych, na ktérychby dowolnie
wielkie, lecz na kazdej z nich réwne czesci daty sie odmierzy¢é cyrklem.

Rozwigzanie, Iszy sposob. Kreslimy prosta Oa i odcinamy na niej od O
dowolng ilo$¢ réwnych czesci On = nk = kg-—--; w punktach przecie¢ wy-
stawiamy prostopadte nm, kl, gh, cd -—, to te podtug powyzszego wniosku
8. 38go*sg rownologte. NakreSlmy przez O proste Op, Or, Os, Ot i t. d.;
kazda z tych siecznych jest przez te prostopadle réwnolegte podzielona na
czesci réwne. W tej iigurze kazda przez O poprowadzona sieczna jest po-
dzielona na 5 réwnych czesci.

Bo Oap, Oar, Oas. Oat i t. < sg tréjkatami. Twierdzenie Jezeli jeden bok trdjkata po-
dzielimy na dowolng ilo$¢ réwnych czeéci, i przez wszystkie te pnnkta podziatu wykreslimy pro-
ste, rownolegte do jednego z dwéch pozostatych bokdédw, np. do boku ap, to trzeci bok Op zo-
stanie przez to na tylez réwnych czesci podzielonym. Z punktéw przeciecia sie réwnolegltych
z prostg Op, poprowadziwszy pomiedzy wspomnionemi réwnolegtemi, réwnolegte do On, otrzy-
mamy tréjkaty przystajace, podtug 2go przypadku przystaw, tréjk , w ktorych boki, lezace na
Op, sg sobie réwne.

2gi sposob. Kreslimy prostg ab dowolnie dtugg i odcinamy na niej z a
na dot, dowolnie dtugie, lecz réwne miedzy sobg czesci ap = pr = rs—
Nastepnie obieramy zewnatrz prostej dowolny punkt O, tgczymy go z punk-
tami podziatu a, p, r, s... i za pomocg trojkata kreslimy w dowolnej odlegtosci
do ab réwnolegte cd, gh, kI, nm; w ten spos6b mozna na kazdej z tych ré-
wnolegtych odcia¢é réwne kawatki. Dowdd podobny do dowodu §. 27.

8. 30.

Zagadnienie. Fig. 24. Prostag Oa podzieli¢ na dowolng ilo$¢ réwnych cze-
§ci, tu np. na pie¢ réwnych czesci.

Rozwigzanie. Z O kresle pod dowolnym katem ku Oa prostg Ot i odci-
nam na niej z punktu O pie¢ dowolnie wielkich lecz réwnych czesdci; pota-
czywszy punkt podziatu5 z a prostg 5a i nakresliwszy do niej przez punkta
4, 3, 2, 1 réwnolegte dc, hg, 1k, nm, otrzymamy nO — nk — kg — gc = ca
=V, Oa.

Dowéd. Z n, k, g i t. d kresle na | Ot | kfl || gy || etc., przyczem a na kl, fi na gh, y na
cd it d lezg i »« = kfl = yg it d jako réwnolegle miedzy réwnolegtemi. Kat kna =

gkfl = cgy = it d. = nOt jako katy naprzemiaulegte; dalej kan = gfik — nlO =
etc.; jako katy, ktérych ramiona sg réwnolegte i t. d.; zatem A nOl = ¢\ kna S A kflg =
A gye —...., zatem ac—cg= .... nO = ’/50a.
§. 31
Zagadnienie. Fig. 24. Nakre$li¢ podziatke, ktorej gtowne czesci sa cen-
tymetrami.

Rozwigzanie. Na prostej aO wyprowadzmy w réwnych odlegtosciach, lecz
mniejszych niz 1 centymetr, prostopadte ab, cd, gh i t. d., wzigwszy dokia-
dnie w cyrkiel jeden centymetr, wbijamy jeden koniec tak otwartego cyrkla
np. w h, a drugim koncem zataczamy tuk az do przeciecia réwnolegtej ki
w punkcie /, przez h i Zkres$limy prostg tO, a czesci td = dh = hl= Im -
mO, jezeli wykreslenie dobrze byto przeprowadzone, beda rzeczywistemi cen-
tymetrami.
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§ 32.

Zagadnienie. Fifl. 25. Prostg OB podzieli¢, bez uzycia lineatu, na dwie
rowne czesci.

Rozwigzanie. Promieniem rownym danej linii OB zataczamy z O luk
Bliga nieco wiekszy jak potkole; tym samym otworem cyrkla odcinamy na
tym luku 3 rowne kawatki Bk, hg i ga; z B zataczamy promieniem Bh tuk
5, 6, a z a tym samym promieniem tuk 3, 4; kazdy z tycli tukéw przecina
tuki Bf i ab w punktach n i k, ktorych odlegtos¢ wzigwszy w cyrkiel zata-
czamy z a tuk cd) dzielgcy prosta OB na 2 réwne czesci.

Uzasadnienie wykres$lenia fig. 23:

1 W O na prawo wyprowadZmy na OB prostopadts OK, przedtuzmy aB na dét, odetnijmy
na przedtuzeniu B1) = aB, to aD — 4 .a0.

2. Przez a i T nakre$Slmy prostg, ktéra przedtuzona dostatecznie w prawo, przetnie prostopa-
dtg OE w E, a otrzymamy trdjkat prostokatny aOE.

3. Potgczmy k z D prostg IcD, to w pdtkolu akbD powstanie trojkat prostokatny akD, kto-
rego kat prosty lezy wierzchotkiem w Te

4. Trojkat prostokatny alej) i tréjkat prostokatny aOE przystajg do siebie, bo majg przypro-
stokatnie ak i aO réwne, a kat ostry TcaD wspolny, przez to samo takze dwa drugie katy
ostre przy D i E sg rowne. Z tego wynika: przeciwprostokatnia aE = przeciwprosto-
katni aD.

5 Punkta B i E faczymy prosta BE, ztad powstanie trojkat prostokatny OBE, ktéry przy-
staje do aOE, poniewaz odpowiednie przyprostokatnie sg sobie réwne, a ztad wynika
BE = aE, a powstaty tréjkat aEB jest réwnoramienny.

6. Z o jako z punktu $rodkowego zataczamy trzy kota wspotsrodkowe, promieniami ale, 2 .ale,
3. ak, te moga sie nazywa¢ TogO (zostato zatoczone) FfnB i M\ kota te przecinaja bok aE
trojkata réwnobocznego aEB w punktach Te F, G.

7. Z Tc, F, 6 kresSlimy do aB réwnolegte Ten, FJ i 63, ktére przetng bok BE w punktach
nJiH

8. Powstang réwnoramienne tréjkaty EGH, EFJ, Ekn i EaB podobne, a poniewaz bok aE
zostat na cztery réwne czesci podzielony, przeto GH = *4aB, FJ = '/i kn — 3*
= ap; jezeli za ap = b, aB, to Op — pB = V, OB, c. b. d o

Rozne zagadnienia, ktorych rozwigzanie bez i z linijami pomocniczemi wy-
konujemy. 1. Wynalez¢ szesnasta cze$¢ danej prostej. 2. Dang, prostg podzie-
li¢ na trzy réwne czesci. 3. Dang prostg podzieli¢ na siedem réwnych czesci.
4. Wynalez¢ 34 czedci danej prostej. 5. Nakres$li¢ prosta, ktéraby 56 danej
prostej wynosita. 6. Dana linija jest 2/3 czesScig drugiej linii, wyszukaé¢ pra-
wdziwg wielkos$¢ tej ostatniej. 7. Nakreslic dwie proste, z ktérychby pierw-
sza 7s a druga 34 danéj linii wynosita. 8. Prosta podzieli¢ na 3 czesci,
ktéreby byly w stosunku jak 2 :3 :4. 9. Podzieli¢ dang prostg na 2 czesci,
ktoreby byty w tym samym stosunku jak dwie inne dane proste M i N.
Obacz sposob Fig. 22.

Uwaga. Staranne i dokfadne rozwigzanie poprzednich zadan, utatwia nastepu-
jace ¢wiczenia graficzne.

Oznaczenie wspdlnej miary dwoch prostych.

8 34.
Okreslenia. 1. Prosta M zowie sie miarg innej prostej A, jezeli sie w nigj
miesci bez reszty.
Uwaga. To samo powiedzie¢ mozna o dwoch katach, dwdch ptaszczyznach,
w ogoble o dwoch jednogatunkowych wielkosciach.
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2. Dwie proste A i B zowig sie wspdlmiememi (commensurabel), jezeli
maja pewng miare wspolng, ktéraby tak w prostéj il jak i w B bez reszty
sie miescita.

Dwie proste X i P sg niewspotmierne™i (incommensurabel), jezeli X nie
ma takiej miary, ktéraby zarazem byta miarg prostej Y.

Uwaga. Podobnie odnosi si¢ to do katéw, ptaszczyzn i wogdle do jedno-
gatunkowych wielkosci.

3. W nauce geometrycznego kreslenia uwaza sie dwie dane proste za-
wsze jako wspotmierne.

§. 35.

Zagadnienie. Fig. 14. Wynalez¢ najwieksza wspo6lng miare dla dwoch
danycb i oddzielnych AF i FB.

Rozwiazanie. Linie FB biore w cyrkiel i przenosze jg na drugg prostg
AF od A tyle razy, ile sie zmiesci; tu mogta by¢ tylko raz przeniesiong, tak
ze AD — FB, i pozostala reszta DF. Reszte te przenosze od F na FB tyle
razy, ile razy mozna; tu mozna bylo raz tylko przenies¢, tak ze F,13 —
poprzedniej reszcie DF. Bierzemy wiec znowu reszte B, 13 w cyrkiel i prze-
nosimy jag od punktu D na poprzednig reszte DF znowu tyle razy, ile razy
tylko zmiesci sie; tu za$ reszta B, 13 miesci sie w DF doktadnie cztery
razy tj. bez reszty. Przeto B,13 jest najwiekszg wspolng miarg, bo w pro-
stéj AF miesci sie dziewie¢ razy a w prostdj FB pie¢ razy. W ten sposéb
mozna oznaczy¢ najwiekszg wspdlng miare dla dwdéch prostych.

Oznaczenie stosunku dwoch prostych.

8 36.
Okreslenie.  Stosunek dwdch prostych A i B wynajdujemy, badajac,
ile razy jedna linija miesci sie w drugiej. Jezeli wiec w A miesci sie miara
M np. m razy a w tej drugiej prostej B ta sama miara M miesci sie n

razy, to stosunek tych prostych jest: m.M-.n.M czyli rH— = — = m:n

z tego wynikaja:

OkreSlenia. 1. Stosunek wifc dwdch prostych réwna sie ilorazowi z liczb
wymiarowych, ktére otrzymujemy, gdy obie proste zmierzymy tg samg miara.

2. Aby wyrazié, ze stosunek dwoch prostych A i B uwazamy, uzy\
my formy ilorazu A :B-, A zowie sie poprzednikiem, a B nastepnikiem sto
suuku. Stosunek dwdéch prostych wymiernych, mozna zawsze dwoma catemi
liczbami doktadnie wyrazié:

W fig. 14 jest przeto AF: FB = 9:5.

Proporcyonainos¢ prostych.

8 37.
Okreslenie. Potgczenie dwdéch réwnych stosunkéw znakiem réwnosci
zowie sie proporcya geometryczna.

8 38.
Zagadnienie. Figury 98 i 99. Dane sg proste AB, A'E‘ i AC, wynalez¢
graficznie czwarty wyraz x w proporcyi AB:A'E' =AC:x.
Rozwigzanie. 1 sposob. Kreslimy dowolny kat BAC, ramie¢ AB czynimy
rowne poprzednikowi pierwszego stosunku, a ramie AC réwne poprzednikowi
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drugiego stosunku, nastepuie AE — A'E‘ tj. rdwne nastepnikowi pierwszego
stosunku; konicowe punkta B i C Toczymy prostg BC i z punktu podziatu E
kredlimy do ostatniej réwnolegta ED, otrzymamy AD, ktéra jest zgdanym
czwartym wyrazem proporcyi; mianowicie jest AB:AE —AC:AD Iub
AB: AE 1= AC:AD, zatem x — AD.

2 sposéb. AB > A'E. Dla prostych AB i A'E' oznaczmy wspdlug
miare wediug 8. 35, nastepnie stosunek tych prostych podtug 8. 36. AB jest
poprzednikiem, AE' nastepnikiem pierwszego stosunku; dang prostg AC, to
jest poprzednik drugiego stosunku, dzielimy z pomocg lub bez pomocy linii
pomocniczych na tyle réwnych czesci, ile poprzednik pierwszego stosunku
miar w sobie zawiera, za$ nastepnik drugiego stosunku zmniejszamy o tyle
owych miar, o ile mniejszy jest nastepnik wzgledem poprzednika pierwszego
stosunku.

Kreslenie katow.

& 39.

Okreslenia. 1. Przestrzen zawartg miedzy dwoma prostemi przecinajgcerai
sie, zowiemy katem.

2. Dwa katy sg réwne, gdy kierunki ich ramion sg od siebie jednakowo
oddalone.

8 40.

Zagadnienie. Fig. 26. Odrysowaé dany kat ostry a tj. nakresli¢ drugi
kat, ktoryby byt réwny danemu.

Rozwigzanie. Kreslimy prostg 0'b', dowolnym otworem cyrkla zataczamy
z O tuk 1, 2, przecinajagcy ramiona kata w a i b. Tym samym otworem
cyrkla Ob przecinamy z obranego wierzchotka O prostg 0'b* tukiem 1'2'
w b', odmierzamy tuk ab i przenosimy go z b' na tuk 1'2', a wtedy przypadnie
punkt a na a'. Punkt a tgczymy z O' prosta, a wtedy a—a. Im wiek-
szym promieniem zatoczymy tuk, tern doktadniej wypadnie wykreslenie.

Wyniku z przystawania tréjkatéw abO i ab'()' podtug Ulgo twierdz, o przyst. trdjkat.

8. 41.

Ztigadnienie. Fifl- 27- Odrysowaé¢ kat rozwarty AOB tj. wykreslié¢ kit
zupetnie réwny danemu.

Rozwigzanie. Ramie BO danego kata przedtuzamy do C, a otrzymamy
kat spetniajgcy /?; kreslimy zamiast kata AOB kat /?; a to w nastepujacy
sposob: kreslimy prostga B'0' i przedtuzamy jg dowolnie w lewo. Nozke
cyrkla wstawiamy w wierzchotek O danego kata i zataczamy dowolnym pro-
mieniem tuk 1,2, uastepnie wstawiamy ndzke cyrkla w O i tym samym
promieniem zataczamy tuk 1'2'. Mierzymy nastepnie 1,2 i miare tego tuku
przenosimy z 2' do T, w koncu taczvmv 1' z O prostg O'/*, a katA'0O'R
bedzie = AOB.

<t fi = p' wynika z przystawania tréjkatow 102. 1'0'2\ podtug 3go twierdz, o przys.
trojkat. Roéwne katy majg réwne spetnienia (Supplemente).

Wykreslenie. Fig. 27 a. Jezeli z punktu O obranego zewnatrz obydwoch
ramion kata ABC, spuscimy prostopadte na te ramiona, to kat, jaki te pro-
stopadte utworzg, jest rowny katowi danemu tj. DOM= ABC.

Uzasadnienie. W obdéch tréjkatach DOM i MBE katy OMD i BME sg réwne, jako
wierzchotkiem przeciwlegte, takze ODM= OEB, przeto i trzecie katy MOD i MBE sa réwne.
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Fig. 27 a. Fig. 27 b.

8 43.
Zagadnienie. Fig. 27 a. Do kata ABC nakre$li¢ kat dopetniajacy.

Rozwiagzanie. W jakimkolwiek punkcie jednego ramienia wyprowadzamy
(do niego) prostopadig pionowg np. EOS AB, otrzymamy <“BME bedacy
dopetnieniem kata ABC.

Dodatek. Chcac wykresli¢ dopetnienie kata danego, wystawiam u wierz-
chotka na jednym ramieniu tego kata danego prostopadig, a ta zawierac
bedzie z drugim ramieniem zgdane dopetnienie.

§ 44.
Wykreslenie. Fig. 27 b. Jezeli z punktu O, obranego wewnatrz obu ramion
kata CAB spuscimy prostopadte na te ramiona, to <€£EOD jaki te prosto-
padite pionowe tworzg, jest spetnieniem danego kata CAB do dwdch prostych.

Uzasadnienie, liAl) } KOJ)- 2V =1S00. Poprowadzmy AO to EOA-\-EA0 = P — 90°
i OADA-AOD= P=90°, zatem powstanie przez dodanie EOA -b AOD -I-EAO 4-OAZ>= 2
zatem EAD-\-EOD —2P — 180°,

Dzielenie katow.

8. 45.

Okreslenia. Kat jest wtedy potowg catego Kkata, jezli po obréceniu go
okoto linii poprowadzonej przez wierzchotek i plaszczyzne katowa, zawartg
miedzy ramionami catego kata, oba ramiona catego kata padng na siebie
tj. przykryja sie.

Jezeli wiec prosta poprowadzona przez wierzchotek i ptaszczyzne ka-
towa, catego kata, dzieli takowy na dwie czesci, czynigce zados$¢ powyzsze-
mu warunkowi, to jest ona osig symetryczng (Symmetrieaxe) czyli dwdjsie-
czng catego kata, rozdzielajagcg symetrycznie obie potowy tegoz Kkata.

Oba ramiona kata przepotowionego dwusieczng zowiemy ramionami od-
powiedniemi (einander zugeordnete Schenkel).

Punkta dwoch ramion sg odpowiednie, gdy sgjednako od wierzchotka
kata oddalone: a jezeli jedno z ramion odpowiednich obrdécone okoto dwu-
siecznej przykrywa drugie ramie, natenczas i punkta te padaja na siebie.

Odpowiednie punkta otrzymamy, gdy z wierzchotka O Fig. 28. pro-
mieniami Oa, Oc, .... itd. zatoczymy tuki; natenczas otrzymane punkta a
i b cidsag wzgledem siebie odpowiednie.

Wszystkie tuki, zatoczone z O przecinajg dwusieczng OP, a czesci le-
zace po jej jednej stronie, sg wzgledem lezacych po stronie przeciwnej od-
powiedniemi i im réwnemi; wynika to z przykrywania sie tych czesci, przez
przystawanie potéwek kata.

Proste taczagce dwa odpowiednie punkta, zowiemy odpowiedniemi pro-
mieniami (Zuordnungsstrahlen) wiec cd i ab sg odpowiedniemi promieniami.

Wszystkie te linie w Fig. 28, razem wziete zowiemy uktadem jedno-
osiowym (einaxiges System) poniewaz jedna tylko o$ symetryczna znajduje sie.
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8. 46.
Zagadnienie. Fig. 28. Kat AOB przepotowié.

* Rozwigzanie. 1 spos6b. Z O dowolnym promieniem Oa zataczamy tuk
ab, punkta przeciecia a i b potgczmy prostg ab i te podzielmy w/ na dwie

rowne szesci; nastepnie nakreslmy OP, to <€ AOP= <£ .BOP= U Po-

niewaz trzy punkta /,«, O tudziez trzy inne /, b, O sg tak stale pofaczone
linijami prostemi fa —fb, aO= b0, fO —fO, ze obrdéciwszy ptaszczyzne ka-
towg aOf okoto OP, takowa padnie na bOf i przykryje jg zupetnie; a wiec

<£72{0OP = <fPOZ?= < £ N .

Drugi sposob dowodzenia. Oab jest trojkatem réwnoramiennym, wiemy za$, ze prosta t3-
czaca wierzchotek tréjkata réwnoramiennego ze $rodkiem podstawy, potowi kat przy wierzchotku
ijest prostopadta do podstawy. Oa— Ob, af=bfy Of=0f, przeto A Oafo= A Obf podlug 3go
twierdzenia o przyst. tréjkat., zatem katy aOf i bOf jako katy jednakie sg réwne.

Whniosek. Wszystkie promienie odpowiednie ukiadu jednoosiowego sg
do dwusiecznej prostopadie, a wzgledem siebie réwnolegte i przez dwu-
sieczng przepotowione.

Przy potowieniu kata u. p. <€ AOB jest wszystko jedno, czy tuk ab lub
podpasujgca go cieciwe przepotowimy; inaczej za$ jest przy dzieleniu kata
na n czesci.

Zagadnienie. Fig. 28. Podzieli¢ kat ~405 na 2 réwne czesci.

Rozwigzanie. 2 sposob. Z wierzchotka O danego kata AOB zatoczmy
dowolnym promieniem tuk ab- z tego samego punktu promieniem mniejszym
niz poprzedni zatoczmy tuk cd. Polgczmy c zb i a z d prostemi, a te prze-
tng sie wg; potaczywszy wreszcie O zg prostg Og i przedtuzywszy jg, otrzy-

mamy kgt AOP= POB= ——nm
u

Wyobrazmy sobie punktaa i b, tudziez c i d potaczone prostemi, ktdrych / i/, sa $rod-
kowemi punktami, nastepnie wyobrazmy sobie prosta PO przechodzacg przez f f, i O, to mo-
zemy twierdzi¢, ze ta linija jest: 1) dwusieczng tego jednoosiowego uktadu, zatem rozdziela obie
potowy AOP i ROP od siebie; a 2) ze punkt g lezy rzeczywiscie na dwusieczne;j.

Podtug wykreslenia jest fO —fO, fa —fb, aO=bO. Kazde trzy punkta jak: f o, O
tudziez f b, O sg zigczone teml prostemi. Obrdciwszy trojkat faO okoto prostej PO tak, izby
padt na plaszczyzne POB, spostrzezemy, ze af padnie na bok fb, cf na bok /, d, eO na bok
dO, Oa na bok Ob; to wynika ztad ze odpowiednie proste, taczace te punkta sg réwne; zatem
katy AOfi BOf zupetnie sie przykrywajg, wiec OP jest osig symetryczng rozdzielajgcg rowne
katy, bedace potowami catego kata AOB.

OP jest takze osig symetryczng trapezu symetrycznego aedb. Obréémy ten czworobok
wraz z przekatniami okoto OP, to po obrocie przykryje takowy sam siebie, tj. powrdci do swego
pierwotnego potozenia; a poniewaz koricowe punkta przekatni sa odpowiednie, przeto i prze-
katnie przykryja sie wzajemnie a wiec sa sobie réwne.

Punkt g nalezacy do obu przekatni, nalezy zarazem do osi symetrycznej, bo obracajac
trapez symetryczny okoto osi symetrycznej wraz z jedng przekatnig, np. ad, majacg z osig sy-
metryczng punkt wspélny, widzimy,- ze g podczas obrotu nie zmienia potozenia, gdyz wszystkie
punkta prostej PO sg podczas takiego obrotu stalemi punktami. Jezeli wiec ud przyjdzie do be,
to przejdzie przez punkt prostej PO, a ten jest statym obrotowym punktem g osi, lezy na prze-
cieciu sie przekatni trapezu symetrycznego i osi symetrycznej. Z tego wynika: ze cze$¢ prze-
katni ag— czesci przekatni by, gc=gd\ powyzej wiec przytoczony sposob potowienia, za po-
moca tukéw wspotsrodkowych i przekatni jest juz usprawiedliwiony.

Inny dowod. A ObcSi A Oad podtug 2go twierdz, o przyst. trojkat., zate'm fi Och —
fi Oda, A Ogc”™ A Ogd podtug 4go twierdz, o przyst. trojkat. 1. przypadek, poniewaz Oc— Od,
Og— Og a w oboeh trojkatach ten sam kat lezy naprzeciwko boku wiekszego Og, przeto réwno-
lezace katy AOP i BOP sg réwne a kazdy z nich jest potowa AOB.

Dodatek. Wyobrazmy sobie oba ramiona przedtuzone za O, na przedtuzeniu BO odetnij-
my odlegto$¢ Od2— Oc2 na przedtuzeniu AO, poprowadZmy przez punkta a i d%tudziez przez
punkta b i c2 proste, to te zbiegng sie w jednym punkcie f, ktéry lezy w kierunku osi syme-
trycznej i moze stuzy¢ jako sprawdzenie linii potowigcej Kat.
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Zastosowanie. Prosta PO przedtuzy¢ w polu, jezeli w ptaszczyznie kata
d20c2 znajduje sie nieprzebyta przeszkoda.

Wytyczmy réwne katy symetryczne AOP i HOP, przedtuzmy ich ramiona
za O, odetnijmy Od2= Oc2, Ob = Oa; wytyczmy proste ad2 i bc2 i poszu-
kajmy punktu f2, w ktérym sie one przecinajg, ten punkt nalezy dodanego
kierunku PO t. j. ze lezy w przedtuzeniu PO.

3ci sposob. Fig. 29. Dowolnym otworem cyrkla zatoczmy z punktu O
luk c/, przecinajacy ramiona w c i f; z ci/ zatoczmy temi samemi promie-
niami tuki 1, 2 i 3, 4, a powstaty punkt przeciecia r potaczmy z O prostg

OrS, ktéra oddziela kat BOS od réwnego mu <€ SOA —

Wyobrazmy sobie, ze pnnkta e, f i r sg potaczone prostemi, to otrzymamy Oc = Of,
cr —fr, Ot — Or\ oba trdjkaty, mianowicie Ocr i Ofr moga sie nakry¢, zatem OS jest osig

symetryczng, a BOS — -4 SOA — n

2gi dowdd. Ocr ¢y Qfr podtug 3go twierdz, o przyst. tréjkat., zatem jednakowe katy
BOS i AOS sa rowne, a kazdy z nich jest potowg kata AOB.

4ty sposOb. Poniewaz kazdy punkt osi symetrycznej jest réwno oddalony
od ramion kata. przeto mozemy uskuteczni¢ wykres$lenie w nastepujacy
sposob:

Z O dowolnym promieniem zatoczmy tuk </, z punktéw ci / wypro-
wadzmy prostopadte do ramion kata, te sie przetng na plaszczyznie kata
w punkcie p, a ten jest punktem osi symetrycznej Op, ztad wynika <£ eOp

v AOB
— <fOp = <£—g-.

Gdyz kazdy trojkat prostokatny jest przez przeciwprcstokgtnia i przyprostokatnia dokta-
dnie oznaczony; Op = Op (jako przeciwprostokatnia), Oc = Of (jako przyprostokatnia), przeto
oba trdjkaty Ocp i Ofp nakrywaja sie, jesli np. f\ Ocp okoto OS tak dingo obraca¢ bedziemy,
dopdki nie padnie na Opf, natenczas katy AOS i BOS przykryja sie, a wiec sg sobie réwne,
a kazdy z nich jest potowag <£ AOB.

& 4.

Zagadnienie. Fig. 30. Wynalez¢ potowe. czwartg, 6sma i szesnastg czesé
danego kata AOB.

Rozwigzanie. Fig. 30. W dowolnem oddaleniu od AO, nakresimy do niej
rownolegta Nk, ktéra przetnie OB w c. Z ¢ promieniem cO zataczam tuk Od,
ktory przetnie Nk w d; nastepnie wykresimy Od, to <€ BOd = dOA

— e Uczynmy df -- dO i wykre$imy Of, to kgt dOf —fOA — Ka-
AOB

watek fg réwna sie/O; potgczmy g z O, to <f.f0.g — gOA = g W koricu

uczynmy gk — gO, to otrzymamy kat gOk = kOA réwny szesnastCj czesci
kata AOB, gdyz kat cOd = edO jako w trdjkacie rédwnoramiennym, za$ cdO

= AOd jako katy naprzemianlegte; a wiec <£ cOd — AOd = it d

§ 48.

Zagadnienie. Fig. 31. Kat AOD podzielié¢ na trzy réwne czesci.

Rozwigzanie. Z wierzchotka O dowolnym otworem cyrkla zatoczmy tuk
nm, ktéry przetnie ramiona w 0 i 3; nastepnie podzielmy tuk 0,3 na trzy



rowne czesci 0,1, 1,2, 2,3, a punkta podziatu polgczmy z O linijami pro-
bierni OB, OC, a otrzymamy katy AOB — BOC = COD = - ,,...

8 49,
Zagadnienie. Fig. 25. Potkole podzieli¢ lia trzy rowne czesci.

Rozwigzanie. Z O zatoczmy potkole i tym samym otworem cyrkla z a
i B lukami 3,4 i 5,6 przetnijmy go w punktach g i h; poprowadZmy przez
O i g, nastepnie przez O i li promienie, to kat aOg = gOh = hOB

= gdyz trojkaty aO<7, gOh i AO5 sg rownoboczne, trzy wierzchotki

katow wymienionych trdjkatéw réwnobocznych lezg w O.

Uwaga. Zwykle dzieli sie kat na 3 réwne czesci za pomocg cyrkla przez pro-
bowanie, nie ma bowiem zadnego sposobu dzielenia, ktéreby linijami pomocniczemi
wykona¢ sie dato.

8 50.
Zagadnienie. Fig. 32. Kat prosty bOa podzieli¢ na dziesie¢ rownych czesci.
Rozwigzanie. Promieniem Oa zataczam tuk (tu ¢wier¢ kota), przecinajacy
oba ramiona kata prostego i ten dziele albo najpierw na pie¢ réwnych czesci,
a potem kazdg pigta cze$¢ na potowe, lub tez dziele cate éwierékola na dwi
potowy, a kazdg Vnich na pie¢ réwnych czesci. Na tern polega

Kreslenie przenosnika (Transportem).

§. 51

Fig. 32 przedstawia ¢wier¢ kota podzielong, stuzacag do mierzenia i prze-
noszenia roznych katéow. Dla ¢wiczenia nakreslmy zupeiny przenosnik /. czte-
rema C¢wiartkami, t. j. nakreslmy w kole dwie $rednice prostopadte do siebie,
przez co nietyllco katy okoto srodka podzielone zostang na cztery katy roé-
wne, zatem na cztery katy proste, lecz nadto koto jako tez i okrag jego zo-
stang podzielone na cztery réwne czesci. Kazdy kat prosty obejmie tuk, be-
dacy czwartg czescig okregu. Podzieliwszy wiec kazdy z tych katéw prostych
na 2, 3, 4 it d rownych czesci i przedtuzywszy linije dzielgce, to te po-
dziela odpowiednie tuki na 2, 3, 4 i t. d. réwnych czeSci. W ogéle tuk zo-
stanie w tym samym stosunku podzielony, w jakim jest podzielony odpowiedni
mu kat srodkowy. Mozna wiec z wielkosci kata sgdzi¢ o wielkosci odpowia-
dajgcego mu luku i odwrotnie z wielkosci tuku o wielkosci kata jemu od-
powiadajacego. Ze wielkos¢ kota nie ma tu zadnego wptywu, tatwo widziec
mozna, bo stosunek miedzy katem a nalezacym do niego tukiem nie zmieni
sie, chociazby koto byto mate lub wielkie. Znajac przeto tuk kata, t.j. wie-
dzac jaka czescig jest ten catego kota, znamy zarazem wielko$¢ samego kata.
W tym celu dzielimy okrag kota na 360 réwnych czesci czyli stopni; gdy
potaczymy punkta podziatu stopni tukowych ze Srodkiem kota, to te proste
podzielg katy naokoto $rodka na 360 rownych czesci, czyli stopni katowych,
a mianowicie: na oznaczony kat wypada tyle stopni katowych, ile jego od-
powiedni tuk stopni tukowych wynosi.

Liczba podajgca ilos¢ stopni tuku, oznacza zarazem i liczbe stopni, za-
wartych w odpowiednim kacie. Jezeli wiec powiemy: miarg kata jest tuk
zawarty pomiedzy jego ramionami, to znaczy: ze liczba stopnitukowych jest
zawsze réwna liczbie stopni katowych. Tak, jak stopien katowy jest podzie-

4
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lony na 60 rownych czesci, tak samo stopien tukowy dzieli sie na 60 réwnych
czesci, ktére zowiemy minutami; z ktérych znowu kazdg dzieli sie na 60
sekund. Takie jednak dzielenie mozna tylko na bardzo wielkich ptaszczy-
znach rysunkowych wykonaé. Stopien tukowy oznaczamy (°), minuty kre-
ska ('), a sekundy dwoma kreskami ('*). Poniewaz okrag- kota skilada sie
z 360°, a kat prosty obejmuje czwartg cze$¢ okregu, przeto tuk odpowiada-
jacy P wynosi 90 stopni tukowych, wiec na P przypada 90 stopni katowych,

czyli krotko 90°, na 45u

Dotgczona figura przedstawia jak nalezy takie c¢wiartki kota rysowac
na papierze. W celu tatwiejszego kreslenia promieni dzielgcych koto na sto-
pnie, minuty i sekundy, wbija sie w punkcie O igietke i do tej przykiada
sie lineat; aby za$ promienie podziatu przy wycigganiu tuszem nie zalewaty
sie, zatacza sie z O dowolnym promieniem Ob ¢wierékota ab. Z pomoca
przeno$nika mozna kat danej rozwartosci nakreslic. Jezeli mamy nakreslié
kat, ktérego rozwarto$¢ stopniami jest podana, to kreslimy najpierw ramie
dowolne, obieramy na niem punkt i ten uwazamy jako wierzchotek danego
kata; nastepnie przyktadamy przenosnik tak, aby szczelnie przylegat swym
punktem Srodkowym do obranego punktu, a graniczacym promieniem do ra-
mienia; na podzietonem potkolu odczytujemy oznaczong liczbe stopni i wy-
naleziony tym sposobem punkt potkola zaznaczamy, a potgczywszy go z obra-
nym wierzchotkiem kata, otrzymujemy drugie ramie zadanego kata.

Uwaga. W najdawniejszych czasach dzielono rok na ¢560 dni i droge storica
na 360 réwnych czesci, prawdopodobnie dlatego i koto na 360 czesci jest dzielone.
We Francyi okoto r. 1797 zaprowadzili tamtejsi matematycy system dziesietny, we-
dtug ktorego dzielg ¢wierckota na 100 stopni, czyli cate koto na 100 stopni. Podziat
ten bywa jednak we Francyi rzadko uzywany. Jeden stopienn podiug tego systemu
ma 100 minut, jedna minuta 100 sekund i t. d. Podziat ten zowie sie setnym.

Cztery pojedyncze dziatania katami.

Dodawanie.

§. 52.

Zagadnienie. Fig. s3. Dodaé trzy katy «, ji. y, ktorych wierzchotki
lezg w O.

Rozwigzanie. Fig. 33 8. Z trzech punktéw o zatoczmy jednym i tym
samym, dowolnie obranym promieniem #tuki fg, cd i 1,2; obierzmy prostg
0'C a O' przyjmijmy za wierzchotek sumy kgtow. Przyjetym promieniem Of =
dO = a0 zatoczmy z O' tuk ks i przenieSmy na niego tuk ab oil k do /,
tuk ¢d od / dor, atukfg od r dos (ab= kl, cd= Ir,fg = rs). Przeto
xO'C jest zadang suma.

Odejmowanie.

8. 53.
Zagadnienie. Fig. 33 B. Od kata CO'n odja¢ kat (« -(- (I) figury 33.
Rozwiazanie. Z wierzchotkéw O, O, O' danych katéw zatoczmy dowolnym
otworem cyrkla tuki tak, aby przecinaly ramiona tych katéw, nastepnie ode-
tnijmy tuk sr = Iluk.fg, atuk rl = }tuk. cd i poprowadZmy promienie, — to
<X CO's — <£ (nO'r -|- 1-07) = <4 CO's— <£ (a -j- 3) = <£ CO07, a ten kat
jest roznicg obu katéw CWs i IO's.
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Mnozenie.

8. 54.
Zagadnienie. Fig. 32 i 33. Oznaczyé¢ iloczyn obu czynnikoéw, z ktdrych
jeden jest katem fOg — a — 18®, drugi za$ jest liczbg 4 -j- i/9.
Rozwigzanie. Uczynmy 00, 18 = « 18, O, 36 = «; <" 36,

O, 54 = «, 54, O, 72 = a, uw koncu 72, O. 81 = , to ilo-
czyn réwna sie 81°.

§ 55.
Zagadnienie. Fig. 3L i 33. Nakre$li¢ (1 -f- f/2J. <£ .
Rozwigzanie. Wykresimy kat AOC réwny katowi /?, podzielmy f? na

2 rowne czesci i odetnijmy COD = to otrzymamy <£ s40/) jako ilo-

czyn z powyzszych czynnikdw.

Dzielenie.

§ 56.
Zagadnienie. Kat o 127 «5° podzieli¢ na 7 réwnych czesci, a iloraz gra-
ficznie za pomocg przenosnika w przyblizeniu przedstawic.
Rozwigzanie. 127 ’5" :7 -m 18"2142° = 18° — 12' — 51".
Uwagi. 1 Inne przyktady znajdujg sie pod tytutem ,dzielenie kgtowl
2. Szukanie wspdlnej miary dwdch katow i graficzne oznaczenie, ich stosunku,
odbywa sie podobnie, jak przy prostych.

Linije rownolegte.

& 57.
Okresdlenie. Dwie linije proste, ktére lezac na tej samej ptaszczyZnie nie
przecinaja sie, chociazby je z obu stron nawet do nieskorniczonosci przediu-
Z0no, zowig sie rownategiemi.

§+58.
Fig. 35a. Zagadnienie. Fig. 35 a. Za pomoca lineatu nakresli¢
proste réwnolegte, ale rozmaicie od siebie oddalone.
Rozwigzanie. Do stale spoczywajgcej rysownicy i
przyktadamy lineat A, dajacy sie przesuwac i po kaz-
dem przesunieciu lineatu A kresle linije, a otrzymam roé-
wnolegte ab, cg_

§. 59.

Zagadnienie. Fig. 34. Dane sa poziome ad, If, '¢g, 3— roéwnolegte
lecz réznie oddalone; nakres$li¢ w tych samych odstepach réwnolegte pionowe,
ktoreby sie z pierwszemi tylko stykaly, a nie przechodzity za punkta prze-
ciecia.

Rozwiazanie. Wykonujemy to linealem i trdjkatem o 45°. Najpierw przy-
ktadamy be do ad i przesuwamy lineat LM do krawedzi trdjkata ab; na-
stepnie ktadziemy tréjkat w potozenie ahe przedstawione na figurze i prze.
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cinamy roéwnolegte poziome linijg katowa ac. W koncu kreslimy z «, 1, 2, 3,
4,5 __ zadane pionowe rownolegte.
Uwaga. Postepowanie to jest w praktyce bardzo uzywane.

§. 60.

Zagadnienie. Fig. 36. W danej odlegtosci nakresli¢ do AB rownolegty
T T . Odlegtos¢ ta niechaj sie réwna np. 4 cm.

Rozwigzanie. Na danej prostej AB obierzmy punkta a i b nielezagce za
nadto blizko siebie i réwnemi promieniami, wynoszgeemi po 4 cm. zatoczmy
z nich tuki 1,2 i 3,4, do ktérych wreszcie nakreslmy styczng TT. Punkta
rownolegtych maja jednakie odstepy. 8§. 23, 24.

§. 61.

Zagadnienie. Fig. 37. Nakresli¢ do MN réwnolegte dowolnie od siebie
oddalone.

Rozwigzanie. / dowolnego punktu O prostej MN zatoczmy potkole,
a z punktéw przecie¢c M i N odetnijmy na tern pétkolu dowolnie wielkie ka-
watki Ml = N2; przez 1 i 2 nakreSlmy prostg ab, to ab jest j do MN. In-
nym dowolnym otworem cyrkla, réownym np. M3, przetnijmy potkole w 3,
a z N tym samym otworem cvrkla w 4: przez 3 i 4 nakreslmy prostg cd.
to cd jest | do MN.

Uzasadnienie, Iszy sposéb. Potaczmynp. O z 3i 4 prostemi, to tu MOS — A NO04,
MO = 03 = NO = 04; /A MOS~ A NQ4. zatem wysokosci spuszczone na MN z 3 i 4 sg
sobie réwne, a wiec proste MN i cd sg jednakowo oddalone, czyli ze cd || MN i t. d.

2gi spos6b. Nakreslmy cieciwe No, to kat MN3 = A 4 jako katy okregowe obej-
mujace réwne luki MS i N4, a ze nadto oba te katy, jako katy naprzemianlegte sa réwne, przeto
linije przeciete MN i cd sg réwnolegte.

§. 62.

Zagadnienie. Fig. 38. Nakresli¢ do AB rownolegtg CD.

Rozwigzanie. Na AB obierzmy punkt K i zatoczmy z niego niezbyt ma-
tym otworem cyrkla tuk na, ktéry przetnie prosta AB w n. Zn tym samym
promieniem zatoczmy tuk np. Z K i » tym samym promieniem przetnijmy
te tuki w P i a; polaczywszy teraz Pi a prostg CD, otrzymamy CD | do AB.

Wyobrazmy sobie punkta przeciecia potagczone prostemi, to A uKa - =w); Knl\ tréjkaty nKa
j Knp sa przystajace (podtug 2go przypadku przystawania tréjkatéw), przeto prostopadte spu-
szczone na A8 z B i a sg rowne, a wiec CD || as. §8 23 i 24.

8 63.

Zagadnienie. Fig. 39. Przez punkt dany nakresli¢ réwnolegta do pro-
stej danej. AB jest dana, a mam przez O nakre$li¢ do niej réwnolegtg CD.

Rozwigzanie. Na AB obierzmy dowolny punkt b i z tego punktu pro-
mieniem bO zatoczmy tuk Oc; tym samym otworem cyrkla zatoczmy z O
tuk ba, wezmy cO i przenieSmy tg miare z b do a, nareszcie nakreslmy przez
a i 0 prosta CD, to CD jest | do AB.

Bo oba réwnoramienne tréjkaty abO i bOc sg przystajgce podtug 2go przypadku przy-
stawania trojkatéw, a jednakie katy aOb i chO, jako katy naprzemianlegte, sa sobie réwne, za-
tem cp jest| doas.

8. 64.

Zagadnienie. Fig. 40. Przez punkt M nakresli¢ za pomoca katéw na-
przemianlegtych réwnych prostg AB rdéwnolegta do CD.
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Rozwigzanie Na CD obierzmy dowolny punkt n i polgczmy go z m pro-
stg mn, a przez to otrzymam kat «. Zn zatoczmy promieniem réwnym lub
mniejszym od mn tak hk. Tym samym promieniem zatoczmy z danego
punktu "m tuk fg, odmierzmy M i wielko$¢ tego tuku przeniesmy z g do /.
czyli odetnijmy fg = hic. Przez punktu / i m wykre$lmy prostg AB, a ta jest
réwnolegta do CD.

Uzasadnienie. Przedtuzmy nm za AB; to powstanie: EmA réwny <€ « jako katy je-
dnostronne odpowiadajace i réwny katowi a' jako katowi wierzchotkiem przeciwlegtemu.

Zatozenie. Ea = <ya'. Twierdzenie. AB | OD.

Dowéd. Z zatozenia a= & a ze EMA — <la', jako katy wierzchotkiem
przeciwlegle, zatem <€ « = ~ EMA jako jednostronne odpowiadajgce, czyli ztad wynika, ze
AB \ OD.

8 65.

'Zagadnienie. Fig. 41. Trzez dany punkt r nakre$li¢ KL réwnolegle do
Fe, za pomoca rownych katéw jednostronnych odpowiadajgcych.

Rozwigzanie. Na FG obierzmy dowolny punktw i nakresimy przez niego
i punkt r prostag ns. Zn promieniem mniejszym od nr lub réwnym nr za-
toczmy tuk, ktory przetnie FG w w. Nastepnie z r zatoczmy tym samym pro-
mieniem luk vs, odmierzmy rw i przeniesmy wielko$¢ tego tuku do vs, tak
aby tuk vs réwny byt tukowi u-r. Przez v i r nakre$lmy prosta KL, to f
jest = 8 jako katy jednostronne odpowiadajgce, a KL || do FG.

Uzasadnienie. Wyobrazmy sobie linije DrE przechodzaca przez punkt D, lezacy na
ptaszczyznie kata Km.

Zatozenie. (i= fi'.  Twierdzenie. KL || EG.

Dowod posredni. Przypusciwszy, ze nie KL lecz DrE jest réownolegte do FG, natenczas

Drs musiatby by¢ réwny katowi fi (bo dwie réwnolegle przeciete trzecig sieczng tworzg katy

jednostronne odpowiadajagce réwne); lecz wedtug zatozenia jest <E fi' = fi, przeto <€ Drs

musiatby by¢é — Krs lub to jest jednak niemozebne wedtug twierdzenia, ze kazda wiel-
ko$¢ w przestrzeni jest réwng sobie i podobna. Za 8 04.

§. 66.

Zagadnienie. Fig. 42. Za pomocg konstrukcji kreslenia katéw, nakresli¢
przez punkt 3 réwnoleglty do FK.

Rozwigzanie. Na FK obierzmy dowolny punkt 1, im dalej za 3 w lewo
tern lepiej, i potgczmy go z danym punktem 3, prostg 1, 3, ktorg przedtuz-
my na dot. Na przedtuzeniu obierzmy dowolny punkt O i zatoczmy z niego
promieniem 10,30 Iluki ab, cd, to ab przetnie prostg FK w 2, polgczmy 2
z O prostg 20, otrzymamy w ten sposdb punkt przeciecia 4, przez niego
i punkt 3 nakre$lmy prostg LN a ta jest |j do FK.

Dowody. Oba tréjkaty réwnoramienne maja katy przy O réwne, przeto i katy u pod-
staw sg rébwne. <£03,4= ¢C01,2 jako jednéstr. odpowiadajace, zatem FK || LN. Albo:

WyobraZzmy sobie w tréjkacie réwnoramiennym 102 kat przy O przepotowiony, to dwusie-
czna jest do nierownego boku 1,2 tego tréjkata w p prostopadta; bo /\, I0pgg/\2 Op, podiug
2go przyp. przyst. trojk., zatem <£ tpO— <€£2p0 a jako kat przylegty =P. Poniewaz ta pro-
stopadfa jest takze dwusieczng trojkata 304, zatem jest do boku 3,4 prostopadts, wiec jest

prostopadta do prostej 1,2 i 3,4 a poniewaz z temi prostemi tworzy katy jednostronne odpo-
wiadajace réwne, przeto FK | LN.

Bo Ol = 02, zatem A 201 jest rbwnoramienny, 03— 04 zatem A 304 jest réwnora-
mienny; 30:01 = 40:20 ...(1), przy O jest w obéch tréjkatach réwny, zatem /\301

<./\l02; przeto podtug (X) bok 3,4\ 1,2 czyli }.V przechodzi przez punkt 3 i jest do FK
rownolegt.
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Whynalezienie katow przy linijach zbiegajacych sie,
ktérych punkt przeciecia na ptaszczyznie rysunkowej
nie jest dany.

8 67.

Zagadnienie. Fig. 43. Prosta ab zbiega sie¢ z prostg cd, oznaczyé wiel-
kos¢ kata, jaki te dwie proste tworza bedac przedtuzone.

Rozwigzanie. W roéwnych odstepach od ab i cd nakresimy fg rownolegta
do ab, a Kh réwnolegtg do cd, to te przetng sie w O. Szukany kat jest
fOK. Bo dwa katy, ktorych ramiona sg réwnolegte i w tym samym Kie-
runku biegna, sa sobie réwne.

Dodatek. Podzielmy ten kat na 2 rowne czesci i nakreslmy dwusieczng
PO, a ta dostatecznie przedtuzona, spotkataby punkt przeciecia danych prostych.

Bo wierzchotek O jest od danych, zbiegajacych sie prostych réwnooddalony, i nalezy do
dwusiecznej OP wynalezionego kata fOK. Dwusieczna jest miejscem geometrycznym wszystkich
punktéw rownooddalouych od ramion wynalezionego kata. Przedtuzywszy kazde dwie odlegioéci
punktu na OP, to te sg takze dla rownych odlegtosci kazdych dwoéch réwnolegtych znowu ré-
wne co do d+u?osm zatem i OP jest miejsce geometryczne wszystkich punktéw, ktére nalezg
do prostej dzielacej kat zawarty miedzy ah, cd.

§. 68.

Zagadnienie. Fig. 44. Dane sg proste zbiegajece sie AB i CD, ktorych
przecigcie pada po za ptaszczyzng rysunkowa; wykresli¢ dwusieczng tego kata.

Rozwiazanie. 1. Zbiegajgce sie proste AB i CD przetnijmy dowolnemi
prostemi, ab i cd; katy Aob, Cva, Acd, Cdc przepotébwmy odpowiedniem i
linijami op, vp, cf i df, to kazde dwie z nich przetng sie¢ w punktach p i/;
wykresliwszy przez te dwa punkta prostg LS, to ta jest dwusieczng, ktéra
punkt przeciecia 8, spotka za ptaszczyzng rysunkowg. Obrawszy na L8 do-
wolny punkt K, nakreSlmy KW [AB i KF\|CD. to WKF jest prawdziwg
wielkoscig zgdanego kata, jaki obie zbiegajace S|e Ali i CD tworzg ze soba.

2.

Aby znalez¢ dWUSlecznaz SL mozna zamiast punktu/ przyjac pi

ktory otrzymamy, jezeli oba katy Bcd i Ddc podzielimy na 2 réwne cze-
§ci, nakreslimy dwusieczne i te przedtuzymy az clo przeciecia sie w r. Przez
r i P nakreslmy prosta LS (ktéra cd w U przecina), ta przedtuzona po za
ptaszczyzne rysunkowg przechodzi przez wierzchotek St i potowi kat miedzy
AB i CD.

1 spos6b rozwigzania polega na tw'erdzeniu: Podzieliwszy dwa katv tréjkata na 2 réwne
czesci, nakresliwszy dwusieczne i potaczywszy punkt przeciecia sie tychze z wierzchotkiem trze-
ciego kata, otrzymamy prostg dzielagcg kat trzeci na 2 réwne czeSci. WyobraZmy sobie tutaj
tréjkat ovSi, wktérym pSx potowi kat przy A, to p if sg punktami nalezagcemi do dwusiecznej
kata przy Sx; nakre$lenie wiec prostej SL usprawiedliwia sposéb rozwiazania.

2 spos6b opiera sie na twierdzeniach: a) przepotowiwszy dwa katy przylegte Acd, Bcd
i nakresliwszy dwusieczne, to te sa do siebie prostopadte; zatem /cj_cr i fdj dr. b) Jezeli
w czworoboku dwa katy przeciwlegle wynosza razem 2 proste, to ten czworobok moze by¢ wpi-
sany w koto, a nawet szczegélnego rodzaju, bo <Ec = <E&= P, dla tego tez fr jest $rednicg
kola opisanego na tym czworoboku, a jej $rodek jest na SL, lub tez ma z tym promieniem
wspélny kawatek/U; punkt r musi leze¢ w kierunku SU: gdyby bowiem r nie lezat w tym
kierunku, to musiatby sie znajdowa¢ w innym na obwodzie kota, moze w rx, ale wtedy bytby
A feri> N fer> P a  fdrx<E  fdr < m§P, czyli, ze prosta fr x nie bytaby $rednicg kota,
gdyz spetnienia przy c i d nie bylyby réwne; co sie sprzeciwia zatozeniu. A wiec r musi leze¢
w kierunku SfU tj. musi leze¢ na, dwusiecznej SL.

§. 6y.
Zagadnienie, i. Wynalez¢ kat utworzony przez dude proste dane DA
i EB zbiegajgce si¢ po prawej stronie (D i E po lewej).
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2. Wewnatrz kata nakre$li¢ prosta idacg do jego wierzchotka a dzie-
lacg zarazem kat po za ptaszczyzng rysunkowg na 2 rdwne czesci.

Rozwigzanie. Do 1. Na jednej z prostych zbiagajacych sie np. na AlJ),
obieramy dowolnie punkt s, przezeh nakreslmy wewnatrz kata réwnoleglg
es do drugit™ prostej zbieznej EB i przepotdwmy otrzymany kat csD dwu-

sieczng, as; to asD = <fasc= <£--m.

Powyzsze wyptywa z réwnosci kj)téw. ktérych ramiona s9% réwnolegte i rozchodza, sie
w jedng strone.

Do 2. Spusciwszy na dwusieczng as z dowolnie obranego punktu pro-
stopadtg np. DE i podzieliwszy jg w b na 2 réwne czesci tak, ze Db—EU
a nadto spusciwszy z punktu podziatu b prostopadlg do DE, to ta jest za-
danag prostg, przechodzacg przez wierzchotek S\ kata miedzy DA, DB i po-
towigca go.

To polega na twierdzeniu: W tréjkacie réwnoramiennym wystawiwszy na $rodku nier6-

wnego boku prostopadta, to ta przejdzie przez wierzchotek 8, tréjkata i podzieli kat lezacy na-
przeciwko boku nieréwnego na 2 réwne czesci.

§. 70.

Zagadnienie. Fig. 45. Dane sg proste AB i CD, rozchodzace sie w roz-
nych Kkierunkach i punkt | lezacy pomiedzy niemi; nakresli¢ przez Zprosta,
ktéraby przechodzita przez wierzchotek znajdujgcy sie po za ptaszczyzng ry-
sunkowa.

Rozwiazanie. Przez | nakre$lmy proste alf i bid tak, aby sie proste ad
i bf przeciety w T. Z T nakre$lmy prostg Tc w dowolnym Kkierunku, jedna-
kowoz tak, aby dane proste przecinata w ¢ i g Polgczmy bz gicz/' to
te proste przetng sie wn. Przez n i | nakreslmy prostg ES, to ta przejdzie
przez wierzchotek P lezacy za obrebem rysunku.

X Wyobrazmy sobie w przestrzeni ukfad réwnolegtych AB, ES, CD, przeciety innym
ukfadem réwnolegtych ar, br, cr prostopadle; dalej wyobrazmy sobie w prostokatach przekatnie:
o/, db, by, fc stale taczace oba uktady réwnoleglych; to ogét tych prostych w przestrzeni moze
by¢ tak ustawiony wzgledem oka i ptaszczyzny wspoirzednych, izby jego rzut dosrodkowy na
ptaszczyzne rysunku przedstawiat ukiad perspektywiczny. Fig. 45.

I1. Do usprawiedliwienia tej konstrukcyi niechaj postuzy:

1. Twierdzenie Menelaos’a. Gdy trzy boki tréjkata, lub ich przedtuzenia przetniemy do-
wolnie poprzeczng (Transversale), to na kazdym boku dwa odcinki bedg oznaczone, a mianowi-
cie w ten sposéb, ze iloczyn z trzech odcinkéw nie lezacych obok siebie, réwna sie iloczynowi
z trzech innych odcinkéw.

Wyobrazmy sobie na prostej np. poziomej trzy pnnkta B, A i E od lewej ku prawej od
siebie oddalone a nad prosta BA obierzmy dowolny punkt C i ten pofagczmy z dwoma pierw-
szemi prostemi CB i CA, to pozostanie tréjkat UAC, ktdry nastepnie przetnijmy w O i F li-
nija poprzeczng wyprowadzong z E. To F lezy na boku AC a G na HC tego tréjkata.

Dowéd. Na boku AC mamy oba odcinki AF i FC, na boku BO odcinki BG i GC a na
boku AB odcinki AE i BE nieinajace zadnego wspdlnego kofcowego punktu. Nakre$lmy linije po-
mocniczag CD || GE. przecinajacg podstawe tréjkataw D. f\AFE -~/\ACD, f\BCD ~/\BEG,

zatbm AF-.CF—AE''DE i BG:CG= BE:DE. Z npierwszej proporcyi otrzymamy: i)A =
CFAE . , .. ,w. CG.BE CE.AE CG.BE ]

—ZF~’2ZaS zdruSle) I>E — —jjg—, zatem to znaczy, ze CF.AE.BG =
AF.CG.BE.

2. Twierdzenie, big. 45a Trzy proste Ta, Pf i bE, wychodzace z koricowych punktéw
trojkata a przecinajace sie w punkcie d, lezacym wewnatrz lub zewnatrz tegoz trdjkata, utworza
na bokach jego szes¢ odcinkéw, pomiedzy ktoremi zachodzg zwiazki: Tf.ba.PE = Pa.bf.TE.

Dowdd. Tréjkat TbE i poprzeczna Pdf dajg podlug powyzszego 1.twierdzenia zwigzek:
Tf.bd.PE~TP.dE.bf. Trojkat PbE i poprzeczna Tda podtug tego samego twierdzenia
dajg stosunek: TP.dE.ba~aP.bl.TE. Pomnézmy te zwiazki przez siebie, otrzymamy Tf.
ab.PE= Pa.bf. TE.



0. Twierdzenie. Fig. *5 » Jezeli punkta koricowe tréjkata TPb potgczymy z punktem d
(lezacym wewnatrz lub zewnatrz tréjkata) poprzecznemi Ta, Pf, hE a nastepnie nakreslimy
poprzeczng afV, to punkta E i V dzielg podstawe TP harmonicznie.

Dowéd. TE.Pa.bf.—EP.ab.fT podlug 2go twierdzenia i TV.Pa.bf-VP.ab.fT1
podtug 1. twierdzenia. Podzielmy pierwszy z tych zwiazkdw przez drugi otrzymamy TE: TV —
EP: VP lub TE:EP=TV: VP.

Whniosek. Mozna wiec z pomocg samego juz lineatu oznaczy¢ graficznie punkt harmo-
nijny wsp6trzedny pewnego punktu E (zugeordnet harmonischen Punkit},

4. Twierdzenie. W kazdym czworoboku kazda z trzech przekatni, dwie inne dzielg har-
monijnie.

Dowdd. Fis- » Niechaj abfd bedzie czworobokiem, ktérego trzy przekatnie s bd, af
i PT. Aby dowie$¢, ze np. przekatnia P T w punktach V,E jest harmonijnie podzielona dwo-
ma innemi przekatniami przedtuzonemi, uwazmy, ze w tréjkacie bPT poprzeczne bE, fP, aT
przecinajg sie w punkcie d; zatem prosta PT7podzielona jest przekatnig Ja T i bdE harmonijnie
Réwniez w tréjkacie abf trzy poprzeczne ad, bd, fd przejdg przez punkt d. przeto bd, PT
dzielg af w punktach I,V harmonijnie. W tréjkacie abd wreszcie przechodza trzy poprzeczne fb,
fa, fd przez punkt/; zatem bd jest podzielone przez fa i PT w | i E harmonijnie.

Uwaga. Wyobrazmy sobie, ze sg nakreslone i dostatecznie przedtuzone proste PL i TL,
to takze kazdy z czterech bokéw czworoboku abfd bedzie harmonijnie podzielony.

5. Twierdzenie. Fig. 45a Kreslac przez jakikolwiek punkt F obrany na plaszczyznie
kata AB, CD lub BPD (gdy pnnkt przeciecia tych ramion przez P oznaczymy) poprzeczne Ta.
Tb, Tc otrzymamy czworoboki abfd, bcgf, a punkta przeciecia I, n---- przekatni tych czworo-
bokéw leza w prost6j przechodzacej przez wierzchotek kata P.

Dowéd. Podtug poprzedniego twierdzenia (4) przekatnia bd czworoboku abfd w punk-
tach | i E (ten punkt jest punktem przeciecia przekatni bd | PT) jest harmonijnie przecieta;
zatem PT, PD, Pl i PB, tworzg harmonijny pek promieni (harmonisches Strahlenbiischel). To
samo dotyczy PT, BD, Pn i PB, zatem Pl i Pn stanowig jedng prosta.

Kat proporcyonalny.
& 71.

Okreslenie. Kat proporcyonalny (Reductions-Winkel v. Proportional-Win-
kel) jest.to graficzny Srodek pomocniczy, za pomocg ktérego na zasadzie
proporcyonalnosci linij, narysowane przedmioty w zmniejszonej skali przed-
stawi¢ mozna; uzywamy go nadto do powiekszania rysunkow, jezli linije dane
przedmiotu nie wiecej nad 2 razy majg by¢ powiekszone.

8 72.

Zagadnienie. Przedstawiony na Fig. 46 przedmiot ma byé pomniejszony
tak, by nakre$lony obraz w Fig. 48 byt mniejszy od niego o /5.

Rozwigzanie. Zadanie to za pomoca Fig. 47 rozwiazuje sie nastepujacym
sposobem:

Wysokos$¢ danego przedmiotu réwna OA, poziome za$ oddalenia punk-
téw skrajnych od osi, przechodzacej przez $rodek przedmiotu, mozna od-
mierzyc.

Nakresliwszy prosta 0'P, odcinamy na niej od O do P cze$¢ réwng
wysokosci i tym promieniem z O' zakre$lmy tuk PBS.

Poniewaz wysoko$¢ zadanego obrazu (Fig. 48) tylko r5 wysokosci da-
nego (Fig. 46) wynosi¢ ma, przeto dzielimy OA na 5 réwnych czesci i czte-
rema takiemi czeSciami wzietemi w cyrkiel zataczamy z P tuk 1,2, ktory
sie z lukiem PBS w R przetnie. Potaczywszy R z O, otrzymamy kat pro-
porcyonalny RO P. Cieciwa RP jest wiasciwie wysokoscig (R'H) zadanego
obrazu Fig. 48. Podobnie odcinam od O na 0'P dlugos¢ On i tym promie-
niem zataczamy tuk ab, ktérego cieciwe znéw przenosimy na Fig. 48 tak,
aby byto ab = Ha'. Dla doktadnego zmierzenia odlegtosci gzymsu jS i a(i od
podstawy, kresdli sie z § pozioma 8r az do przeciecia sie jej z OA, nastepnie
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czescig Or taczamy z 0 tuk o (Fig. 47) § cieciwe jego odcinamy na
Fig. 48 odﬁ do C. Tak samo promieniem dp zataczamy z U tuk i prze-
nosimy fg Fl_? nastepnie zataczamy z O' promieniem Os tuk kh
i przenosimy kh = HIi Flg 48). W ten sam sposbb dalej postepujac otrzy-
mamy wszystkie pionowe proporcyonalne wymiary Fig. 48.

Chcac otrzyma¢ poziome wymiary zadanego obrazu jak np. Tt propor-
cyonalne //?, zataczamy z O promieniem /(3 tuk nl, a cieciwe nl odcinamy
od T (znajdujacego sie naosi) w kierunku poziomym tak, aby byto Tt'= nl.
W celu otrzymania reszty wymiar6w postepujemy dalej wskazanym tu sposobem.

Do uzasadnienia powyzszego postepowania niechaj postuzy:

Twierdzenie. Gdy pomiedzy ramionami kata poprowadzimy dwie réwnolegte, to dtugosci
ich beda proporcyonalne odlegtosciom ich od wierzchotka kata (Fig. 62’

Zatozenie. Niechaj bedzie rRP dowolnym katem og || sr.
Twierdzenie. 1. Tio : Itr — og : sr,
2. Rg :Rs — go :sr.
Dowoéd. Nakre$lmy przez o linijg AB || RP, to wedlug poprzedzajacego twierdzenia:
Ro : Rr = sO :sr, lecz sO — go, przeto:

do 1. Ro «Rr = go :sr i wten sam sposob:

do 2. Rg :Rs = og :sr.

Dodatek. Hff- W: Nakre$lone pomiedzy ramionami kata PO'R proste réwnolegte RP, ab, cd,
fg, hk, In etc. sa do siebie w stosunku odlegtosci ich pnnktéw przeciecia z ramionami kata od wierz-
chotka O, t.j. RP :ab— cd :fg — kh:In— ..., 0'P:06= 0'd:0g—0'k :0'n —___

§ 73.

Zagadnienie. Figury 46, 47, 48. Powiekszyé obraz przedmiotu fig, 48
o *# jego pionowej i poziomej rozciggtosci.

Rozwiagzanie tego zagadnienia jest podobne do poprzednio przytoczonego.

Uwaga. Fig. 49. Rysujac wiele wspotsrodkowych tukow nalezacych do
jednej figury, podktadamy pod cyrkiel gwozdzik (Einsetzstiftchen), aby unikng¢
dziurawienia papieru. Rzeczywistg wielko$¢ takiego gwozdzika wskazuje
fig. 49. Przy kreSleniu wiekszych kot uzywamy w tym samym celu plytki
rogowej przedstawionej na fig. 50.

Przystawanie tréjkatow i wyptywajace ztad konstrukcye
trojkatow z danych czesci.

8 74,

I. Przypadek przystawania. Twierdzenie. Dwa trojkaty przystaja do siebie
gdy majg po kacie réwnym, zawartym miedzy odpowiednio rownemi bokami

Przyjmijmy: ze bok A'B' = AB, AC' = AC, <EA' = A. Figury 52
i 53, tab. Il

Zatozenie. ;\ AB'C' /\ ABC.

Doivéd. Pomysimy sobie /\ A'B'C* potozony na  ABC tak, aby <£ A’
na A, t. j. wierzchotek A' padt na A, bok AB' poszedt po AB, zas$ AC
po boku AC; natenczas musi tez B' pas¢ na B, za§ C na C, poniewaz AB
— AB, a AC' — AC; a zatem i bok B'C padnie na bok BO, czyli te dwa
tréjkaty przystajg do siebie.

Dodatek. W tréjkatach przystajgcych naprzeciwko katéw réwnych leza
boki réwne, za$ naprzeciwko bokéw réwnych lezg katy réwne.
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8 75.

1. Przypadek przystawania. Twierdzenie. Dwa trojkaty przystajg do sie-
bie, gdy majg po réwnym boku i po dwa réwne katy mu przylegte.

Przyjmijmy: bok A'B' = AB. A — A, B' = B. Fig. 52
i 53, tab. li.

Zatozenie. /\ ABC gg ¢\ ABC.

Dowdd. PrzenieSmy A ABC na  ABC tak, aby bok A'B* przystat
do AB, tj. aby wierzchotek A' padt na A, zas B' na B ; poniewaz <£ A' =

A, wiec tez musi bok AC po6js¢ po boku AC, a ze B' = <£ B, wiec

tez B'C' pdjdzie po BC, w skutek tego i C padnie na C, gdyz dwie proste
AC i BC przecinajg sie tylko w jednym punkcie A, zatem te dwa trdjkaty
przystaja do siebie, a ztagd wynika: ze czesci jednego trdjkata sg réwne od-
powiednim czeSciom drugiego trdjkata.

§. 76.

I11. Przypadek przystawania. Twierdzenie. Dwa trojkaty przystaja do sie-
bie, gdy majg po trzy boki odeW|edn|e réwne.

Przyjmijmy. Fig. 69. Bok N,J, —na, XK, = JK, N, K = nk. *)

Zatozenie. /\ N,./,K, gg NJK.

Dowod. Potézmy jeden trojkat na drugim tak, aby dwa réwne boki pa-
dty na siebie i przykryty sie, np. A, Kl na AK, i poprowadzmy JL, to po-
wstang dwa tréjkaty rownoramienne JLN i JLK, w ktérych <f£ ADL =
<£ NLJ, za$ <£ KJL = JLK, jako katy Iezqce przy podstawie trojkata
réwnoramiennego, zatém <y NLJ -|- KIJ = NJL -j- QCKJL, czyli, ze
kat przy L jest réwny katowi przy J, a poniewaz te katy leza pomiedzy
rownemi bokami NxJiiNJ, tudziez K, iJK, wiec schodzimy do lgo przy-
padku przystawania trdjkatéw, majgcych po dwa boki i po kacie miedzy
niemi zawartym rownym; zatem i te dwa trojkaty przystajg do siebie i
<$ N, = N, < J <f . < Kx= < K.

8 T77.

IV. Przypadek przystawania. Twierdzenie. Dwa trojkaty przystajg do sie-
bie, gdy majg po dwa boki réwne i po kacie tym bokom przeciwlegtym
rownym.

Tu mogg zachodzi¢ dwa przypadki: a) gdy kat réwny w obu trdjka-
tach lezy naprzeciwko bokdéw wiekszych, lub b) gdy katy rowne w obu troj-
katach leza naprzeciw mniejszych bokéw réwnych, i oraz gdy wiemy jakiego
rodzaju jest kat drugi, lezacy naprzeciw boku wiekszego, tj. czy jest ostry,
prosty lub rozwarty.

Co do a) przyjmijmy (fig. 54, tab. 11) w tréjkatach 0'P'S', OPS*).
0'P'= OP, P'8 = PS, <$>"= «, a P'S'"> 0'P, za§ PS> OP.

Zalozenie. 0'P'S" /\ OPS.

Dowdd. Potézmy te dwa tréjkaty na sobie, to <£ O i O jako réwne
przykryja sie, a w skutek tego OS pada w kierunku 0°S’, za§ OP w Kie-
runku O'P'-, poniewaz diugosci tych dwoch bokoéw sa sobie réwne, przeto ich

*) Tréjkat NiJ,K, jest pomyslany, lecz moze by¢ obok NJK przedstawiony tak, EQ/
odpowiednie ich boki byty réwne.

**) Istnieje w mysli, mozna go jednak nakre$li¢ nadajac jego bokom kierunki odpowie
dnieli bokéw tréjkata 0'P'S'.
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koncowe punkta P i F padng, takze na siebie. Trzeci wierzchotek S, lezacy
w kierunku 08, musi znajdowac sie jednocze$nie na tym boku i na tuku S'n
zatoczonym z O' promieniem P'S' = PS. A ze tuk S'n, poniewaz PS' jest
wieksze od 0'P, moze bok O'S' przecina¢ w jednym tylko punkcie, S' drugi
punkt przeciecia znajdowac sie bedzie z drugi¢j strony O' na przedtuzeniu
O’S'; w skutek tego wiec S' padnie na 8, a oba trojkaty przystang do siebie.

Co do b) Przyjmijmy. O'P'= OP, PS' = PS i 0's'P' — OSP,
zas 0'P < PS', oraz OP < PS.

Zatozenie. A 0'P's'S A OPS.

Dowdd. Przytozywszy S do S', to te przykryjg sie, a koncowe
punkta P i P nalezagce clo jednakowo dtugich ramion S'P i SP padng na
siebie, za$ SO padnie w kierunku S'O'. Trzeci za$ wierzchotek O lezgcy na
boku OS znajdowa¢ sie musi jednocze$nie na tymze boku i na tuku O'P’
zatoczonym z P' promieniem PO' = PO. Poniewaz jednak PO’ P'S', za-
tem oba punkta przeciecia sie tuku O'Q z bokiem 0'S' w kierunku 0'S’,
wiec O moze pas¢ badz na O' badz na Q, czyli ze2 A POS moze przystawaé
do A POY' albo tez do A DOS', a wigc przystawanie trojkata P’O'S' do
A POS jest watpliwem. Ze jednak w tréjkacie réwnoramiennym P'QO’,

O' jest ostrym, a w skutek tego P'QS' rozwartym by¢ musi, przeto
juz wiec¢j nie zachodzi watpliwos¢ co do przystawania trojkatow PO'S’
i POS, skorowiemy ze O i <£ O, odpowiadajace bokom wiekszym w troj-
katach, sg oba katami rozwartemi lub ostremi.

Uwaga. Gdyby katy O' i O byly prostemi, natenczas tréjkaty juz na mocy poprzednich
twierdzen przystang do siebie.

KreSlenie trojkatow.

8 78.
1. Majgc dane: dwa boki i kat pomiedzy niemi zawarty, mozna na-
kresli¢ trdjkat.
2. Majac dane: bok i dwa katy jemu przylegte, mozna nakresli¢ trojkat.
3. Tréjkat jest zupetnie oznaczony, jezeli znamy trzy jego boki.
4. Znajac dwa boki tréjkata i kat lezacy naprzeciwko jednego z nich,
mozna nakresli¢ tréjkat.

8 79.

Zagadnienie. Fig. 51, tab. Il. Dane sg boki tréjkata a i b oraz kat mie-
dzy niemi zawarty a; nakresli¢ trojkat ABC.

Rozwigzanie. Nakreslmy linije prostg AC; odetnijmy na niej dtugosé
b= b- za pomocag tuku cd zmierzmy wielko$¢ kata « i te przenieSmy na
tuk zatoczony z C promieniem réwnym promieniowi tuku cd, natenczas otrzy-
mamy <Ca = <£ a. Podtem nachyleniem nakreslmy CB = a— a, a w korcu
potagczmy B z A za pomocg prostej AB, przez co otrzymamy trdjkat ABC.

8 80.

Zagadnienie. Fig. 52. Z danych: boku AB i przyleglych mu katow
« i I?, wykresli¢ trojkat.

Rozwigzanie. Nakreslmy dowolnie prostg A'B' i odetnijmy na niej diu-
go$¢ danego boku AB tak, aby byto A'B'= AB. Z punktu B' zatoczmy
tuk cb i odetnijmy na nim tuk ca, to jest miare kata /?; podobnie przenieSmy
<T « — <£ ktorego wierrzchotkiem jest A'. Przedluzywszy w koncu ra-
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miona katow «' i az do ich przeciecia sie w <7, otrzymamy zadany troéj-
kat A'B'C".
8 81

Zagadnienie. Fig. 53. Z danych trzech prostych h, f, k wykresli¢ trojkat.

Uwaga. W tym wypadku musi by¢ suma danych dwdch prostych wiekszg
od trzeciej danej prostej.

Rozwigzanie. NakreSlmy prostg h' = h i oznaczmy jej kohce przez A
i i?, z A zatoczmy promieniem réwnym diugosci / luk 3, 4, i przetnijmy go
lukiem 1, 2 zatoczonym z B promieniem rownym dtugosci k; otrzymany ztad
punkt C potaczmy z punktami A i B, otrzymamy zgdany trdjkat ABC.

8. 82

Zagadnienie. Fig. 54. Z danych dwoch bokéw trojkata i kata lezacego
naprzeciwko jednego z tychze bokdéw, wykresli¢ trojkat.

Uwaga. Zachodzi¢ tu moga dwa wypadki:

1. Kat dany moze leze¢ naprzeciwko boku mniejszego.

2. Kat dany moze leze¢ naprzeciwko boku wiekszego.

Co do Igo wypadku: dane sg proste PS i nr, oraz kat « lezacy na-
przeciwko prostej PS > nr.

Rozwigzanie. Na prost¢j 0's odetnijmy kawatek 0'P'— nr; z O' za-
toczmy tuk i przenieSmy na niego miare kata «, zkad otrzymamy <f a =

«* @a zarazem nakre$lmy ramie tegoz kata tj. 0'S'; nakoniee z P' pro-
mieniem rownym dtugosci PS zatoczmy tuk i przedtuzmy go az do przecie-
cia sie z ramieniem 0'S' w punkcie S\ ten potgczywszy z O i i 1 da nam
trojkat 0°P'S".

Co do drugiego wypadku. Nakresimy kat 0'S'P' réwny danemu ka-
towi a i najednem zjego ramion np. na S'P' odetnijmy odS' dtugos¢ boku
wiekszego réwnag kawatkowi ST'; nastepnie z P promieniem rownym dtu-
gosci boku mniejszego zatoczmy tuk, to ten przetnie drugie ramie kata 0'S'P’
tj. S'0' w dwoch punktach O i Q, ktére potaczywszy z P otrzymamy Zz3-
dany tréjkat.

Uwaga. W tym drugim wypadku dany kat a musi by¢ ostrym, a krotszy
bok nie moze byé mniejszym od prostopadtej spuszczonéj z P na 0'S'; gdyz
w przeciwnym razie wykre$lenie trdjkata, zawierajgcego wymienione dane, jest
niemozebném. Jezeliby krotszy bok byt rownym prostopadi¢j spuszczonej z t' na
0'S', natenczas tuk zatoczony z P'jest stycznym do S'0', a w tym wypadku otrzy-
mamy jeden tylko tréjkat.

8. 83.

Zagadnienie. Fig. 54. Oznaczy¢ graficznie wysoko$¢ trojkata 0'S'P'.

Okreslenie. Wysokos¢ trojkata jest to najkrdtsza odlegtos¢ wierzchotka
od podstawy, a wiec jest to prostopadta spuszczona z S' na kierunek pod-
stawy OT".

Rozwigzanie. Z punktu P zatoczmy promieniem réwnym T6" pod pod-
stawg OT" tuk i ten przetnijmy pod podstawg w punkcie V drugim tukiem
zatoczonym z O' promieniem 0'S'. Polgczywszy V z S', otrzymamy linije
prostopadta na podstawie trdojkata, a czes¢ tej linii, tj. S's jest zadang wy-
sokoscig trojkata 0'P'S'.

Uzasadnienie. 1. Trojkaty VO'P' i S'0'P' przystajag do siebie, poniewaz majg trzy pary
rownych bokéw (llici przyp, przystawania), ztad wiec wynika, ze < VO'P' = S'0'P'. Oba
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wiec tréjkaty S'0's i VO's majg bok vV0'= 0'S', sO'” sO' i VO's m HO0’s; przeto te
dwa trojkaty przystajg do siebie (I przyp. przystawania), a ztad wynika, ze Fe = S's czyli ze
podstawa tréjkata dzieli linije VS' w punkcie s na dwie réwne czesci. Z przystawania trojkatow
VO's i S’0's wyptywa nastepnie, ze 34X VsOr= <SCS'sO\ a wiec O's jest i do FS' Inb odwro-
tnie FS' jest do ()'P's prostopadia, czyli ze S's jest rzeczywiscie wysokoscig trdjkata S'0'F.

8. 84»

Zagadnienie. Fig. 55. Majac (lanca wielko$¢ DF jednego boku tréjkata,
wykresli¢ tréjkat rownoboczny.

Rozwiazanie. Nakre$lmy prosta dowolng i przenieSmy na nig dlugoscé
DF = D'F\ promieniem rownym bokowi D'F' zatoczmy z D i F luki F'l
i D'2; punkt ich przeciecia sie O poltagczmy z D' i F\ a otrzymamy zadany
trojkat.

Uzasadnienie polega na samej konstrukcyi.

' 8 85.
Zagadnienie. Fig. 56. Dana jest przeciwprostokatnia tréjkata prostoka-
tnego réwnoramiennego; wykresli¢ trojkat.
Rozwigzanie. Z koncow Il i L danej przeciwprostokatni wyprowadzmy
do tejze prostopadte nH i 1L, nakreslmy dwusieczne katéw prostych nHL i
ILU, te przetng sie w punkcie K, bedacym przez to trzecim wierzchotkiem
zadanego trojkata ULK, w ktorym qgC K = 90°; albowiem <X UHL —
<f£ KLH =45°, a wiec oba razem wynoszg 90°; za$ boki HK i K1 ponie-
waz lezg naprzeciwko réwnych katow, sg réwne.

5. 86

Zagadnienie. Dana jest. przeciwprostokgtnia FC, wykresli¢ trojkat pro-
stokgtny réwnoramienny.

Rozwiazanie. Podzielmy FC na dwie potowy w punkcie m, w ktdrym
wystawmy prostopadtg m's, promieniem m’F — m'C zatoczmy tuk 1, 2, to ten
przetaie sie z prostopadta w punkcie n', ktéry potgczony % F i C da nam
zadany trojkat CFn.

Uzasadnienie. Odlegto$¢ n'm' — m'F — m'C, te wiec dwa tréjkaty przystajg do siebie,

poniewaz ich odpowiednie przyprostokatnie sg sobie réwne, a ztad i katy przylegte réwnym
przeciwprostokatniom Fn' i Cn' sg réwne i wynoszg po 45°, dlatego wiec <€ Fn'C = P.

§. 87.

Zagadnienie. Fig. 57. Wynale$¢ za pomocg rysunku $rodek O w tréjkacie
rownobocznym FLN.

FL
Rozwigzanie. Z punktu F promieniem wiekszym niz zataczamy tuk

kl iw punkcie p przecinamy go drugim lukiem gh zatoczonym z L tymsa-
mym promieniem co kl. Na linii tgczacej p z N lezy $rodek tréjkata réwno-
bocznego, chcac go oznaczy¢ zatacza sie z punktu L promieniem wiekszym

.. LN . . . . .
niz tuk 1, 2 iten przecina sie drugim inkiem 3, 4 zatoczonym z N tym
u

samym promieniem co 1, 2 otrzymany ztad punkt przeciecia tgczymy z F li-
nijg prostg, ktdra przechodzi roéwniez przez s$rodek trojkata, a wiec szu-
kany S$rodek znajduje sie jednocze$nie na dwoch linijaeh, czyli ze jest on
zarazem punktem O wspdllnego przeciecia sie tychze linij pN i FS. Pro-
stopadta spuszczona zL na podstawe przechodzi takze przez punkt O i stuzy
jako sprawdzenie rysunku.
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Lillije Np i FS potowig boki FL i LN, sg do nieb prostopadle i sg zarazem dwwsiecz-
nemi katéw tréjkata réwnobocznego; linije te dzielg trojkat FLA na sze$¢ trojkatéw, przysta-
jacych do siebie, poniewaz majg po jednej przyprostokatni (przyprostokgtnia ta bowiem jest
potowa boku tréjkata réwnobocznego) i po kacie ostrym, lezacym naprzeciwko tejze przypro-
stokatni a wynoszacym 30°, réwnym; z tego wynika, ze i przeéiwprostokgtnia LO—FO*=NO
a wiec O jest punktem $rodkowym. Oprécz tego odlegtosci $rodka tréjkata réwnobocznego od
wszystkich jego bokéw sg réwne

§. 88.

Zagadnienie. Fig. 57. Znajac potozenie wierzchotka F i $rodka O troj-
kata réwnobocznego, wykresli¢ go.

Rozwigzanie. t.gcze O z F, linija OF jest dwusieczng Kkata, jaki boki
zbiegajace sie w F ze sobg tworza, a ze ten kat w tréjkacie réownobocznym
wynosi *60°, '‘zatem oba boki schodzgce sie w F, pochylone sa pod 30" do
FO; wykresliwszy dalej z O prosta ON tworzacg z FU kat 120° i przediu-
zywszy ja do przeciecia sie z bokiem FN w punkcie A, otrzymamy drugi
wierzchotek trojkata, z ktérego poprowadzona prosta NL prostopadta do FU.
jest trzecim bokiem zadanego tréjkata réwnobocznego.

8. 89.
Zagadnienie. Fig. 58. Wykresli¢ trdjkat réwnoboczny o danej wysokosci.
Rozwigzanie. Podtug fig. 55 nakresimy dowolnie tréjkat réwnoboczny
fAg\ na prostopadtej spuszczonej z *4 na fg odetnijmy diugos¢ AD — A D.
przezco otrzymamy punkt D nalezgcy do podstawy trdjkata rdéwnobocznego;
jesli teraz przez D nakredlimy linije réwnolegly do fg tak, aby sie z prze-
dtuzonemi Af i Ag przeciela w B i C\ to otrzymamy zadany trojkat ABC.
Uzasadnienie. Poniewaz "ABC=Afg==60\ ~"cA =" A = 60°, przeto i trzecie katy
C i g musza bv¢ réwne, a zatem tréjkat ABC jest réwnoboczny. <£Aof= ADB—P czyli,
ze AD = BC. ' Trojkat wiec ABC jest rzeczywiscie zgdanym tréjkatem réwnobocznym o wyso-
kosci AP —Ji'D".
8 9°
Zagadnienie. Fig. 59. Majac dang przeéiwprostokatnia A D' i wysokos$¢
mu tréjkata prostokatnego, wykresli¢ go.

Rozwigzanie. Dana,_ dtugosc fAD' odetnijmy na dowolnej prostej FC.

pi)
z ktoréj srodka m promieniem - zatoczmy pétkole CnF. W jakimkolwiek

punkcie linii FC np. wm' wystawmy do niej prostopadtg sm', na ktorej odet-
nijmy od punktu m kawatek réwny danej wysokosci mn przez otrzymany
punkt nakreslmy réwnolegta do FC, ta przetnie pétkole w punkcie«',, polg-
czywszy go z Fi C otrzymamy zgdany tréjkat Fn\ C.

Poniewaz kat okregowy przy n\ wynosi tylko potowe kata S$rodkowego, ktéry tu 80’
WYnosi.

Uwaga. Z powyzszego wykreslenia wyptywa warunek, aby wysoko$¢ nie
przenosita, potowy przeciwprostokatni FC.

0 czwartej, trzeciej, Sredniej proporcyonalnej linii, o harmonijnem
dzieleniu i zlotem cieciu.

8 01,
Zagadnienie. Fig. 60. Majac dane trzy proste <x,6,c, wynalezé czwartg
OS do nich proporcyonalna.
Rozwigzanie. 1 spos6b. Nakre$lmy prostg ON i obierzmy na niej punkt
O za wierzchotek dowolnego kata «, przez O nakreslmy prosta OP poehy-



39

long do ON pod wspomnianym katem «. Dtugo$é 6 przeniesmy na OP od
O do T czynigc przezto b'— b\ na ramieniu ON tak samo odetnijmy a od
0 do C, a otrzymamy a= a.

Dtugos¢ c¢ odetnijmy od O do K tj. OK—c. Potgczmy T z C i przez
K nakreslmy do TC rownolegta KS, otrzymana ztad linia OS jest szukang

czwartg proporcyonalng. OT: OC— OK:OS czyli b:a—c:0S. 0S= —

2 spos6b. Uczynmy 07°= 6, TK=a, OC— ¢, nakreslmy prostg TC i przez
K do niej rownolegig KS, to znowu otrzymamy proporcyg: b:» —c:CS a ztad

CS—a'Cczyli CS jest szukang czwartg linija proporcyonalna.

Uwaga. Jezeli oba wykreslenia Scisle wykonane beda, natenczas OS tj. Sre-
dnia proporcyonalng otrzymana z pierwszej konstrukcyi, musi by¢ réwna CS tj.
Sredniej proporcyonalnej otrzymanej z drugiej konstrukcyi.

Uzasadnienie 1 sposobu kreslenia (Fig 60) ¢

Twierdzenie. Nakres$liwszy pomiedzy ramionami kata PON dwie dowolne réwnolegte np.
TC i KS otrzymamy ztad proporcyonalne odcinki ramion.

Przyjmujac, ze OCi CS majg jaka$ wspolng miare M, przenieSmy ja na kawatek OS
tyle razy ile razy sie zmiesci, a przez to zostanie ten podzielony na pewng ilos¢ réwnych czesci
(te czesci mozna na figurze wykresli€) np. na m czesci réwnych; jeden z punktéw' podziatu
musi wypas¢ w C. Linija wiec 0S="mM czyli ztad 0S.  Wykre$lmy z tych punk-
téw podziatu linije réwnolegte do TC i KS, to te podzielg linijg OK takze nam czeéci réwnych
(dowod na to podany w 8§ 30 lub jednem z twierdzen); nazwijmy wspdlng miare linii OTi 7A

przez M,. to M,= — OK. A zatem czastka linii OS jest w tym stosunku do czastki linii
m

oK, jak — OS:m— OK— 0S-0K, Tak samo—  OS - — OK — 08: OK, to znaczy: kazda

czastka na OS jest wtym stosunku doodpowiedniej czastki na OK, jak cala linija OS do ca-
I& linii OK; i tak samo: pewna ilo$¢np. n czastek linii OS jest wtym stosunku do n czastek
linii OK jak OS do OK. A poniewaz kawalki OC i OT zawierajg réwng ilo$¢ tych czastek
a takze i kawatki CS i TK, przeto:

I,OC:0T— OS: 0K lub tez co na to samo wychodzi, OT: OC— OK:0S. Ztad zara-

zem wyplywa uzasadnienie drugiego sposobn.
2. CS:TK=0S:0K. Z poréwnania I. i 2. wynika proporcyg OC:OT—CS:TK lub

co na to samo wychodzi OT:TK — OG:CS.

8. 92.

Zagadnienie. Fig. 60. Do dwoéch danych linij a i b znalezé trzecig geo-
metrycznie proporcyonalna.

Rozwigzanie. Na jedném remieniu dowolnie nakre$lonego kata «, odci-
namy od wierzchotka O kawatek a= a ; za$ na obudwu ramionach od O
kawatki b=-b'— OS; uastepnie kreslimy CT i przez S rownolegta do niej
KS. Natenczas a:b'= 0S:0OK czyli a:b= b:0OK; trzeciag wiec szukang

geom. proporcyonalng jest OK —-L—= —.

8 O3.

Zagadnienie. Fig. 61. Wynale$¢ $rednio -geometrycznie proporcyonalng
LN' pomiedzy danemi dwoma linijami s i r; co znaczy, ze LN ma zsi r
tworzy¢ nastepujaca proporcya: s.LN = LN':r.

Rozwiagzanie. 1 sposéb. Nakreslmy prostg i odetnijmy na niej dang diu-
gos€¢ : s— G'N. Na tej samej prostej odetnijmy N'H’= r. Linije G'Jf po-
dzielmy na dwie potowy W O i z tego punktu promieniem G'0 zatoczmy
potkole G'LH'. W N wystawmy prostopadiag LN' do G'H', i przedtuzmy ja
do przeciecia z potkolem w punkcie L. Otrzymana tak linija LN jest zag-
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dana S$rednio-geometryczng proporeyonalng pomiedzy "linijami s i r a zatem

LIT=y~s.r.

Uzasadnia sie to twierdzeniem:

Prostopadta spuszczona na $rednice z punktu okregu kota jest $rednio geom. proporcyo-
nalna, pomiedzy odcinkami tejze $rednicy. Poniewaz /\LG'N' ~/\LH "'A'" etc.

2 sposob. Nakreslmy prosty GIT = GN=s, odetnijmy N'H'= ri wzia-
wszy G'IT za S$rednice zatoczmy pditkole; nareszcie wystawmy w N' prosto-
padta N'L do G'IT i nakresimy cieciwe LIT, atajest szukana $rednio-geom.
proporeyonalng pomiedzy G'IT i N'Il. G'H'LH'= LIT:N'TT.

Uzasadnienie wynika z twierdzenia-.

Kazda cieciwa LH' kota jest $rednio geom. proporeyonalng pomiedzy $rednica, przecho-
dzaca przez jeden jej koniec H' i przylegtym jej odcinkiem NH' powstatym przez spuszczenie
z drugiego konfca L cieciwy, prostopadtej do tej Srednicy.

8 94.

Fig. Il. Tabl. I. Okreslenia. Prosta Bk jest wtedy harmonijnie podzielong
przez dwa punicta f i A, jezeli prostokat utworzony z przedtuzonej prostej
i kawatka srodkowego (AB.kfj jest rowny prostokgtowi z obu kawatkow
zewnetrznych (Bf.AK). Te cztery punkta A.B,f. k zowig sio punktami har-
monijnemi (harmonische Punkte), za$ B,k jako tez/' i A zowig sie
takze harmonijnie sprzesonemi punktami (zugeordnete harmonische
Punk te). Linije tgczace te punkta A, BJ% X z punktem jakim$ lezacym po za
prosta Bk zowig sie promieniami harmonijnemu Wszystkie te cztery pro-
mienie razem zowig sie pekiem harmonijnym promieni (harmonisches
Strahlenbusche J).

8 05.
Zatozenie. Dwusieczne kagta wewnetrznego w trojkacie i przylegtych mu
katdow, dzielg podstawe trdjkata harmonijnie.
Dowdd nato, wyptywa z twierdzenia: dwusieczna kijta wierzchotkowego dzieli bok prze-
ciwny na dwa odcinki proporcyonalne bokom przylegtym.

8. 96.
Zagadnienie. Dla punktu danego na prostej, znalez¢ harmonijnie sprze-
zony punkt.
Rozwigzanie. Niechaj bedzie dana prosta CD za$ B dany punkt tejze;
pod CD zatoczmy potkole, nakreslmy dowolng prostg BP, potagczmy P z C
i przeniesmy <" "APC— <f£ BPC tak, aby A znajdowat si¢ na przedtuzeniu
CD na lewo; natenczas A jest punktem harmonijnie sprzezonym z punktem B.

Dowdd. Nakre$liwszy DP, dwusieczng kata APB. ta na mocy powyzszego zatozenia (8.95)
dzieli CD w 4 i £ harmonijnie..

0 zlotym cieciu (Sectio aurea. S. divina).

8 07.
1. Zagadnienie. Fig. 61 a. Prosta AB podzieli¢ na dwie nieréwne czesci
Fig. 6i a. tak, aby cze$¢ wieksza byta Srednio-geometrycznie pro-

porcyonalng pomiedzy czescia mniejszg a catg prostg AB.
Rozwigzanie. W punkcie A wystawmy prostopa-

dig AC do AB i odetnijmy na niej H potagczmy C

z B i z punktu C, promieniem CA zatoczmy tuk az
do przeciecia sie tegoz z tinijg BC w punkcie D\ to samo z B promieniem
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JSDzatocziny luk DE, ktéry przetnie AB w punkcie E a ztagd powstaje:
AE:BE—BE:AB, czyli, ze E jest zadanym punktem podziatu.

r zasadnienie. Kazda styczna do kola jest $rednio geom. proporcyonalng pomiedzy catg
sieczng wyprowadzong z j$j korica a odcinkiem tejze, lezacym zewnatrz kota.

Chcije otrzymac catij sieczng potrzeba BC przedtuzy¢ po za punkt C tak, aby przedtu-
zony kawaltek byt réwny CD, natenczas cafa sieczna réwna sie BCA-CD czyli AB-\-BD", ztad
wiec otrzymamy: AB-\-BD :AB—AB:BD; a ze BD—BE przeto AB -j-BE: AB— AB:BE
a ztad :

BEA-AB—AB : AB= AB—BE:BE.
lub tez: BE.AB— AE\BE, albo co to samo znaczy: AE:BE=BE:AB.

Uwaga. BE zowie sie $rednig (Mediane.)

Dodatek. Kwadrat wiec z odcinka wiekszego BE, jest réwny prostokatowi z calej linii
AB i odcinka mniejszego AE.

2 Zagadnienie. Podzieli¢ prosta aO fig. 28, tabl. 1., w stosunku skraj-
nym i $rednim.

Rozwigzanie. Nakres$lmy tréjkat réwnoramienny aOb o dauern ramieniu
a0 tak, aby kat przy wierzchotku 0 byt réwny potowie kata przy podsta-
wie. Kat wiec O= 40P — 96", przy a—*bP = 72°= ~ h. Kat abO
przy podstawie ab. przepotéwmy i nakreslmy dwusieczng 6c; w skutek tego
powstang dwa tréjkaty réwnoramienne bcO i a&c, w ktérych ab— bc— cO.
Nadto ¢\abc-  abO, podlug 1. twierdz.; a zatem: bO:ab = ab:ac czyli
a0:cO —cO:ac a wiec prosta aO jest przecigta w punkcie c¢ ztotem cieciem
(goldeuer Schnitt).

Rdzne zagadnienia.

. Zagadnienia odnoszace sie do Irojkgtow réwnobocznych.

§. 98.

a) Na koncach dowolnej prostej wykresli¢c katy wynoszace po Zi P tj. po
* d6.90°; jakiego rodzaju bedzie powstaty ztad trdjkat ze wzgledu na
jego boki?

b) Nakresli¢ prostg, podzieli¢ ja na 4 réwne czesSci i na kazdej z tych
czedci wystawic tréjkat réwnoboczny.

c) Wykresli¢ trojkat rownoboczny, znajac jego obwod.

d) Podzieliwszy obrang prosta na 5 réwnych czedci, wystawi¢ na kazdej
z nich tréjkat rownoboczny, zmieniajac potozenie tegoz tj. gdy na pier-
wszej czesci wystawiony jest nad linig, wykreslic go na drugiej pod
linig itd.

e) Wykresli¢ tréjkat roéwnoboczny, ktéregoby obwdd wynosit 34 obwodu
innego danego trdjkata réwnobocznego.

f) Majac dang sume bokoéw trojkata réwnobocznego i jego wysokos$é, —
nakresli¢ trojkat réwnoboczny.

g) Majac dang rdznice bokdéw trdjkata réwnobocznego ijego wysokos¢, na-
kresli¢ tenze.

h) W trojkat réwnoboczny wpisa¢ drugi taki sam, lecz aby jego boki byly
prostopadte do bokoéw pierwszego.

i) Jakie sg twierdzenia o przystawaniu tréjkatéw réwnobocznych ?

ll. Zadania odnosne do trojkatéw réwnoramiennych.

8 99.
a) Na prostej danej, wezietéj za podstawe wykresli¢ kilka rozmaitych troj-
katéw réwnoramiennych.

0



b)
0)

Majac dang podstawe trojkgta réwnoramiennego i jeden z bokow réw-
nych, nakresli¢ trojkat rownoramienny.
Wykresli¢ trOqut réwnoramienny, majqc dany jeden z bokéw rownych

' wiedzgc nadto, ze podstawa ma by¢é réwng potowie danego boku.

d)

€)
f)

:))
i)
K)
D
ui;
n)
0)

a)
b)
e)

d)
e)

f)
9)

a)

Wykresli¢ trojkat rownoramienny, ktéregoby podstawa byta w stosunku
do jednego z bokéw réwnych jak 2:3.

Wykresli¢ trdjkat rownoramienny znajac jego obwdd i podstawe.
Znajac jeden z bokoéw rownych i kat jaki tenze z drugim bokiem row-
nym zawiera, nakresli¢ tréjkat réwnoramienny.

Jakie sa twierdzenia o przystawanlu trojkatéw réwnoramiennych?
Jakie twierdzenia odnoszg sie do trojkatow rownoramiennych ze wzgledu
na $rodek podstawy, wierzchotek etc? Jakie sg twierdzenia odwrotne,
aby trojkat, ktéry tym warunkom odpowiada, byt réwnoramiennym?
Jak wielkim jest kat trojkata, jesli linija tgczaca jego wierzchotek ze
srodkiem boku przeciwnego jest rowna potowie tegoz boku?

Czemu sie rowna linija tgczacg w trojkacie prostokgtnym wierzchotek
kata prostego ze Srodkiem przeciwprostokatni?

W trojkacie réwnoramiennym gdzie spotka bok réwny prostopadia, wy-
prowadzona ze $rodka potowy boku nieréwnego?

Wykresli¢ tréjkat rownoramienny majgc dang sume podstawy i jednego
z bokoéw rownych, oraz jeden z jego katow.

Znajac sunie obu wysokosci i jeden kat, wykresli¢ tréjkat runnom
miennv.

Jak wielkie sq katy trojkata réwnoramiennego, ktorego podstawa jest
mniejszym za$”ramiona wiekszym odcinkiem Tinij podzielonej w stosunku
$rednim i skrajnym?

1. Zagadnienia odnoszace sie do trojkatéw réznobocznych.

8. 100.
Wykresli¢ tréjkat, ktorego trzy boki sg dane: a=1-71dm 6= 2‘ldm
¢ ldm
Wykresli¢ trojkat, znajac jego 2 boki: «—4am b—b '5ami kat — 30"
pomiedzy niemi zawarty. .
Wykresli¢ tréjkat, znajac dwa boki: a= 3elam 6= i kat= 150»
lezacy naprzeciwko jednego z tych bokow (b).
Wykresli¢ trojkat, ktérego boki sg do siebie w stosunku jak 5:4:3.
Jakie proporcye mozna utozy¢ z 3 bokéw trojkata i ich odcinkdéw, jesli
dwa z tych bokéw przetniemy linig rownolegta do boku trzeciego? Je-
zeli dwa boki tréjkata tak zostang podzielone, iz jedna z owych pro-
porcyi zachodzi, pytanie: czy i inne proporeyje tu zastosowane bjc
moga i czy linija taczgca punkta podziata jest do boku trzeciego réwno-

Jak mozna znale$¢ dla trzech danych linij czwartg, arytmetycznie, jako
tez i czwarta geometrycznie proporcyonalng ?

Jak mozna znale$¢ dla danych dwoch prostych, trzecig geometrycznie
proporcyonalng ?

IV. Zadania odnoszace sie do trojkatéw prostokatnych.

8 101.
Dane sa obie przyprostokatnie tréjkata prostokgtnego, wykresli¢ go.
Wykresli¢ trojkat, majac dang przeeiwprostokatnie i jedng przyprusto-
katnie.
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0) Majgc dane przeciwprostokatnie i jeden z katéw ostrych trojkata pro-
stokatnego, wykresli¢ go.

d) Wykresli¢ trojkat prostokatny, réwnoramienny, zaczynajgc kresli¢ albo
od przeciwprostokatni lub tez od przyprostokatni.

e) Wykresli¢ trojkat prostokatny, rownoramienny, w ktéorym znamy sume
obu przyprostokatni.

f) Ktoére twierdzenia odnosza si¢ do przystawania tréjkatéw i jak brzmiag
one odnos$nie do trojkatéw prostokgtnych ?

g) Jak znajdzie sie dla dwdch danych prostych, trzecig arytmetycznie jakotez
i trzecig geometryeznie-proporcyonalng?

h) Dang liuije AB podzieli¢c cieciem ziotem (sectio aurea). Jak sie wy-
najduje mniejszy odcinek jakotez cata dlugos¢ ztotem cieciem przecie-
tej prostej, znajgc odcinek wiekszy? Jak wynajdziemy wiekszy od-
cinek i catg dlugos¢ cieciem ziotem przecietej prostej, znajgc odcinek
mniejszy ?

1) Jakg utlozy¢ mozna proporcye z bokéw tréjkata réwnoramiennego,
w ktorym kat u wierzchotka jest potowg jednego kata lezgcego przy
podstawie ?

k) Dany jest punkt na przeciwprostokatni tréjkata prostokatnego; oznaczy¢
dla tego punktu punkt harmonijnie sprzezony (zugeordneten harmoni-
schen Punkt).

I) Do danych trzech promieni wychodzacych z jednego punktu, wykresli¢
czwarty, ktéryby z danemi tworzyt harmonijny pek promieni.

V. Tréjkaty o oznaczonej wysokosci.

8. 102.

a) Wykreslic dwa trojkaty majgce te samag wysokosc.

b) Wykresli¢ trojkat, ktoéregoby wysokos¢ byta rowna podstawie.

e) Wykresdliwszy jeden dowolny tréjkat, wykresli¢ jeszcze drugi, ktéregoby
podstawa byta rowna wysokosci, a wysoko$¢ réwna podstawie trojkata
pierwszego.

d) Wykresli¢ trojkat o podstawie dwa razy wiekszej niz wysokosé.

e) Wykresli¢ trdjkat, ktdregoby podstawa byta do wysokosci w stosunku 3: 4.

f) Co rozumiemy pod rzutami prostopadiemi (Perpendikel-Projectionen), jak
te moga pomiedzy bokami tréjkata istnie¢, a jak w trdjkatach ostroka-
tnych, rozwartokatnych i prostokatnych wypadajg?

Czworobok.

8. 103.

Okreslenia. 1. Czworobok, w ktorym jest tylko jedna para bokdéw row-
nolegtych zowie sie trapezem (Trapez). Boki rownolegte zowig sie tu pod-
stawami (Grundlinien), a prostopadta spuszczona z punktu znajdujgcego sie
na jednym boku réwnolegtym, na bok temuz przeciwny, zowie sie wysoko-
Scig trapezu. Trapez, w ktorym boki zbiegajgce sie, sg rdéwne, zowie si¢
trapezem symetrycznym (symetrisches Trapez) lub przeciwréwnoleglobokiem (An-
tiparallelogramm).

2. Czworobok, w ktorym boki przeciwlegte parami sg réwnolegte, zowie
sie réwnolegtébokiem (Parallelogramm). Kazda para bokdéw przeciwlegtych
moze tu byé uwazang za podstawe; prosta tgczaca w rownotegtoboku prosto-
padte dwa boki rdwnolegte, zowie sie wysokoscig rownotegtoboku. Katy prze-
ciwlegte w réwnotegtoboku sg rowne, prawdziwos¢ tego stwierdzi¢ mozna
dowiddtszy, ze przekatnia dzieli rownolegtobok na dwa tréjkaty przystajace.
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Jezeli wiec katy przeciwlegte w rownolegtoboku rausza by¢ réwne, mozna
zatem tatwo rozrézni¢ na mocy t¢j wiasnosci, czy czworobok jaki$ jest row-
nolegtobokiem lub nie.

3. Jezeli wiec w rownolegtoboku jeden kat jest prosty, to i inne katy
rowniez proste byé muszg; taki réwnolegtobok zowie sie rownolegtobokiein
prostokatnym (rechtwinkeliges Parallelogramm). Gdy za$s w rownolegtoboku
jeden kat jest skosny, to i trzy inne sko$ne by¢ musza; taki réwnolegtobok
nazywamy réwnolegtobokiem skosnym (schiefwinkeliges Parallelogramm). Zatém
w rownolegtoboku sko$nym dwa przeciwlegte katy muszag by¢ ostre, a dwa
inne rozwarte. W rownolegtoboku mogg by¢ albo wszystkie boki réwne lub
tez parami rowne, tj. boki przeciwlegte sg réwne, z tego powodu w pierw-
szym razie nazywamy: réwnolegtobok roéwnoboczny (gleichseitiges Parallelo-
gramm), a w drugim nieréwnoboczny (ungleichseitiges Parallelogramm).

4. Roéwnolegtobok roéwnoboczny a zarazem prostokatny, zowie sie kwa-
dratem (Quadrat, Tetragon, rstgdymror). Réwnolegtobok réwnoboczny lecz sko-
$nokatny, zowie sie kwadratem sko$nym lub rombem (Rhombus v. Raute, (myfRoc).
Nieréwnoboczny lecz prostokatny rownolegtobok, zowie sie prostokatem (Recht-
eck v. Oblongum, og&aydmor). Nieréwnoboczny skosnokatny rdéwnolegto-
bok, zowie sie romboidem (Rliomboid).

5. W kazdym rownolegtoboku, boki naprzeciwko siebie lezagce sg ro-
wne; prawdziwos¢ tego wyplywa z przystawania dwoich tréjkatéw powsta-
tych z przeciecia rownolegtoboku przekatnia.

6. Czworobok niemajgcy zadnej pary bokéw réwnolegtych, zowie sie
trapezoidem (Trapezoid).

§. 104.
Przystawanie rowno'egtobokow.

Twierdzenie. Dwa rownolegtoboki DHGF i JKLN (Fig. 64 i 65 *) przy-
stang do siebie, jezeli stykajgce sie dwa boki i kat pomiedzy niemi zawarty
w jednym, sg réwne dwom stykajgcym sie bokom i zawartemu pomiedzy
niemi katowi w drugim rownolegtoboku.

Zatozenie. DF = JK, DH = JN, <)( D = J. Wzmiankowane czesci
obu réwnolegtobokow.

Twierdzenie. DHGF s=JKLN.

Dowdd. Wyobrazmy sobie réwnolegtobok JKLN potozony na DHGF
tak, aby punkta J, D i H. N przykryly sie, co jest mozebnem, bo podiug
zatozenia JN — DH. Poniewaz jednak <T J = <£ D, przeto JK musi p6jsé
w kierunku DF\ a nadto K padnie na F, gdvz JK = DF. Lecz <£,/-|- <Y Ar
= 2P i <ED-fH= 2P, przeto<£ J -f <EN = <E£ ) ~-<£liczyli< N
— <£ //, a zatem LN musi pas¢ na HG, a ze LN = JK orazJK = DF = HG
(podiug 5go objasnienia), zatem NL — HG, a przez to punktL padnie na G.
A zatem koncowe punkta L, K prostej LK schodzg sie z koticami G, F pro-
stej GF; obie wiec te proste lezg na sobie, a granice rownolegtobokéw przy-
krywajg sie, czyli ztad wynika, ze oba te réwnolegtoboki przystajg do sie-
bie. Z powyzszego wyptywa:

1. Dwa prostokaty przystajg do siebie, gdy7majg po parze stykajgcych
sie bokdw roéwnych.

2. Dwa kwadraty przystajg do siebie, gdy maja po jednym boku
réwnym.

) Oba winny by¢ nakre$lone z mozliwy dokfadnoscig jako romboidy preystaj”ce.
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§. 105.
Trapezy.

Twierdzenia. 1. Dwa symetryczne trapezy przystaja do siebie, gdy maja
po dwa stykajgce sie boki i po kacie przylegtym réwnym.

2. Dwa symetryczne trapezy przystajg do siebie, gdy majg obie pod-
stawy i kat przylegty odpowiednio réwny.

3. Dwa symetryczne trapezy przystajg do siebie, gdy majg obie pod-
stawy i jeden bok nieréwnoleglty odpowiednio réwny.

Twierdzenia. 1. Dwa trapezy przystajg do siebie, gdy majg jeden bok
nieréwnolegly, jedne podstawe i oba jej przylegte katy odpowiednio réwne.

2. Dwa trapezy przystaja do siebie, gdy majg obie podstawy, jeden bok
nieréwnolegly i jeden z katow przylegtych wzajemnie w jednakowym po-
rzadku roéwne.

3. Dwa trapezy przystajg do siebie, gdy majg oba boki nieréwnolegte,
jedne podstawe i jeden kat odpowiednio réwne.

4. Dwa trapezy przystajg do siebie, gdy majg wszystkie cztery boki
odpowiednio réwne.

§» 106.
Trapezoidy.

Twierdzenia, 1. Dwa trapezoidy przystaja do siebie, gdy majg dwa sty-
kajace sie boki i trzy jednakowo lezagce katy — w tym samym porzadku uto-
zone — roéwne.

2. Dwa trapezoidy przystajg do siebie, gdy majg trzy boki i katy po-
miedzy temi bokami zawarte — odpowiednio réwne.

3. Dwa trapezoidy przystang do siebie, gdy majg wszystkie cztery boki
i jeden kat jednako lezacy — odpowiednio réwne.

4. Dwa trapezoidy przystaja do siebie, gdy majg wszystkie cztery boki
i jedng jednako lezacg przekatnie — odpowiednio réwne.

5. Dwa trapezoidy przystaja do siebie, gdy majg bok jednako lezacy
i obie przekatnie odpowiednio réwne i gdy obie przekatnie tworzg z tym bo-
kiem réwne Katy.

8 107.

Zagadnienia, Na podstawie powyzszych twierdzen o trapezach, przed w-
rownolegtobokach i trapezoidach, wykresli¢ figury przystajace do powyzej
przytoczonych czworobokdw.

Potem dopiero nastgpi konstrukcja czworobokéw z danych czesci skia-
dowych.

Kre$lenie rozmaitych czworobokow.

§. 108.

Zagadnienie. Fig. 62. Dane sg dwa stykajace sie ze sobg boki » i w;
wykresli¢ prostokat.

Rozwigzanie. Nakresliwszy dowolnie prostg RP, odcinamy na niej bok
wiekszy n tak, aby RP = n.' W punktach R i P wystawiamy prostopadte
LR i NP i odcinamy na nich bok mniejszy m ; tak otrzymamy: m = LR
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= NP; nareszcie tgczymy punkt L z punktem N, a zadanie jest juz roz-
wigzane.
RPNL jest prostokatem, poniewaz jego katy sg proste, a boki przeciwlegte parami réwne.

8 109.
Zagadnienie. Hg- 62. Wynalez¢ za pomocg wykreslenia punkt $rodkowy
prostokagta LNRP.
Rozwigzanie. NakreS$lmy przekatnie LP i NR, te przecinaja sie w punk-
cie srodkowym O.

Uzasadnienie powyzszego: LNU = <€ NRP, NLF = <CRPL, LN = /iA zatem
A LNO Pi?0 na mocy 2go przypadku przystawania tréjkatéw; w skutek tego LO = OP.
ATD = OP, a zatem O jest Srodkowym punktem. Nadto O jest od wszystkich wierzchotkdw
prostokata jednako oddalony.

§ no.
Zagadnienie. Fig- 62. Przepotowi¢ prostokat linija réwnolegta do boku
dtuzszego.
Rozwigzanie. Przez punkt $srodkowy 0 nakreslmy prostag réwnolegtg do
boku wiekszego LN lub RP, a LNBA jest = ABPR.

Uzasadnienie. Poniewaz PO = OL, <€ POB = LOA, za$ e RLP — <r NPL, za-
tem /\ POB -'L/\ LOA na mocy drugiego przypadku przystawania tréjkatéw, a ztad OB = OA,
BO = ON, AOB — BON, a wiec A BOA Si A NOB na mocy Igo przypadku przy-

stawania trojkatow, a poniewaz takze A NOL Si /A POB podtug 2go przypadku przystawa-
nia trojkatow, zatem tez A OAL -f A LON | A ONB — A POB f-A POB A BOA

ngli 'NBAL = PBAB = PN2L? .

Uwaga. Uzasadnienie to jest wazuem dla kazdego réwnolegtoboku, w kt6-
rym tosamo uczynionoby co w powyzszym prostokacie.

8. 111.
Zagadnienie. Fig. 62. Prostokat LNPR przepotowi¢ prostg réwnolegty
do boku mniejszego.
Rozwigzanie Majac 0, nakre$lmy przez uiego rs réwnolegle do LR lub
NP, a otrzymamy LrsR — rNPs.
Sposéb uzasadnienia ten sam, co w powyzszem zadaniu.

5. 112.

Zagadnienie. HIg. 62. Wynalez¢é czwartg cze$¢ powierzchni prostokata
LNRP, majac dane linije rs i AB polowiace go.

Rozwigzanie. Nakreslmy przekatnig rR, to ta przecina prostg AB w punk-

cie 0, o0 jest punktem S$rodkowym prostokgta LrsR. Nastepnie nakre$imy

. oo T t V. LNPR

przez o hmje cg réwnolegle do LIQ, natenczas Lng| = crsg — — -—.

Albowiem rO = AB, ¢e roO = <cRoA, A roO~ A RAo, zatem ro = Bo, Ao = «0;
do réwnolegtoboku crOo wszystkie trzy inne réwnolegtoboki przystaja; a wiec crsg =cLRy =
V,LNPR.

8- 116.

Zagadnienie. FIg. 63. Nakresli¢ kwadrat, majac dany jego bok KB.

Rozwigzanie. Nakreslmy dowolng prostg i odetnijmy na niej dtugos¢ da-
nego boku KB; z K i B zatoczmy tuki BabC i KbFN; z punktu ich prze-
ciecia b zatoczmy promieniem KB tuk 1, 2, ktory sie z lukiem KbFN prze-
tnie w punkcie N. Polaczmy N z K, a linija ztagd powstata przetnie tuk BabC
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w punkcie a. Wstawiwszy nozke cyrkla w punkt b, zatoczmy promieniem ha
Juk aF, ktory przetnie sie z tukiem KbFN w F; tym samym promieniem ba
z punktu b przetnijmy tuk BabC w punkcie C. Nareszcie polgczmy punkta
K, B, F, O za pomocg prostych, a otrzymamy w ten sposéb zadany kwa-
drat KBFC.

Dowéd. Potgczywszy punkt b z N, a nastepnie z punktami K i B linijami prostemi,
otrzymamy réwnoboczny réwnolegtobok czyli romb, w ktérym przekatnie sg do siebie prostopadie
i s zarazem dwusieéznemi katéw, przez ktérych wierzchotki przechodza. Poniewaz KbB
i bBK przystajg do siebie i s3 rownoboczne, wiec bKB — <€ bBK = bBN =
Oba luki Ba i ab odpowiadajg katom 30°, a poniewaz tuk bF = fuk. ba, przeto bBF = X
zatem bBK ~\-bBF = 90° t.j. ze FB KB ; poniewaz nadto tuk bC = tukowi ba, przeto
i bKC — 30°; ztad wiec wynika: <€ bKB -\- bKC = 90° czyli ze CK [ KB, a ze pro-
mie.de KB. BF, KC s3 sobie réwne, wiec figura KBFC jest rzeczywiscie kwadratem.

5. 114

Zagadnienie. Wykres$li¢ kwadrat, majac dang jego przekatnie.

Rozwigzanie. Poniewaz przekatnie kwadratéw sg do siebie prostopadte
i wzajemnie sic potowig, przeto nakresliwszy dowolng prostg odetnijmy na
niej dtugos¢ danej przekatni i ze Srodka tejze wyprowadZmy prostopadis,
na ktérej po obu stronach punktu przeciecia odetnijmy potowe danej prze-
katni; wreszcie potgczmy konce tych przekatni za pomocg prostych, a tak
otrzymamy zadany kwadrat.

5. 115

Zagadnienie. Z rdznicy boku i przekatni pewnego kwadratu, wykresli¢
kwadrat.

Rozwiagzanie. Wezmy te roznice jako przekatnie kwadratu i ten nakres$imy
sposobem powyzej podanym. Na przekatni odetnijmy od jednego wierzchotka
bok nakreslonego kwadratu, pozostaty kawatek bedzie réznicg pomiedzy prze-
katnia a bokiem kwadratu. Znanym sposobem wyszukajmy do trzech linij
a mianowicie: do znalezionej obecnie roznicy (d), do boku («) i do przeka-
tni (D) matego kwadratu czwarta, geometr. proporeyonatng ($), bedacg zarazem
szukanym bokiem duzego kwadratu, ktory nakresli¢ mamy; przytem réznica
boku i przekatni matego kwadratu czyli (d) w tym stosunku by¢ musi do
boku (s) malego kwadratu, jak przekatnia (E>), ij. roznica szukanego kwa-
dratu wigkszego do boku (1$) kwadratu wiekszego, tj. d :s D :S. Naste-
pnie zamykamy kwadrat.

5. 116.

Zagadnienie. Fig- 64. Wykre$li¢c romb majac dane: prosta DH jako bok
i jeden kat przy D — 60°.

Rozwiagzanie. Nakreslmy dowolng prostg i odetnijmy na niej dany bok
DH. W D nakreslmy druga prosta pochylong do DH pod danym katem 60°,
co z tatwoscia wykona¢ mozna, oznaczywszy za pomocg przecinajacych sie
tukéw 1, 2, 3. 4 wierzchotek F trojkata rownobocznego DHF. Z F zatoczmy
promieniem FH = DH tuk 7, 8, zas z H tuk 5, 6, ktéry przecina si¢ z po-
przedzajacym w G. Polgczywszy punkta F, D, H, G linijami prostemi, otrzy-
mamy zadany romb DFGH.

5. 117
Zagadnienie. Fig, 65. Wykresli¢ romb majac dany bok i kat jemu przy-
legly a.
Rozwigzanie. Nakreslmy dowolng prostg i odetnijmy na ni¢j dtugos¢
dauego boku J2Vj nastepnie z J nakreslmy druga nachylona do pierwszej
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pod danym katem a. Z punktu J zatoczmy promieniem JN tuk 2,1, ktory
przetnie ramie kata a w punkcie K. Przez ten punkt nakreslmy prostg
KL, rownolegla do JN i odetnijmy KL — JN, nastepnie potagczmy L z N
a otrzymamy zadany romb JKLN.

8. 118.

Zagadnienie. Wykreslic romb majgc dang wysokos$¢ i jeden Kkat.

Rozwigzanie. Nakreslmy prostg nieoznaczonej diugosci. Do tej prostej
w odlegtosci rownej danej wysokosSci, poprowadzmy linijg roéwnolegly; na
tycli dwoch prostych lezg dwa przeciwne boki rombu. Z dowolnego punktu
jednéj z tych roéwnolegtych, poprowadZmy prosta pod danym katem i prze-
dtuzmy jg az do przeciecia sie z drugg réwnoleglg; ta prosta bedzie jednym
bokiem rombu. Z punktéw przecie¢ tej prostéj z réwnolegtemi, odetnijmy
w kierunku rownolegtych, odlegtosci réwne to6j trzeci¢j poprzecznéj prostej,
a otrzymane punktu potgczone prostg, zamkna nam zgdany romb.

§ 119.

Zagadnienie. Fig, 66. Z danych bokéw GL i Gil i kata « zawartego
pomiedzy temi bokami, nakresli¢ romboid.

Rozwigzanie. Nakre$lmy dowolng prostg i odetnijmy na niej diugo$¢ GL.
w punkcie G nakre$lmy druga prostg nachylong do pierwszej pod danym
katem «, na ramieniu a kata a odetnijmy dtugo$¢ danego boku GH, nastep-
nie nakresimy HK \GL i odetnijmy b= GL\ a potgczywszy K z L. otrzy-
mamy zadany romboid GHKL.

5. 120.

Zagadnienie. Nakres$li¢ romboid, majgc dang jego wysoko$¢, jeden kat
i wiekszg przekatnie.

Rozwigzanie. Nakreslmy prosta nieograniczonej dtugosci, a w odlegtosci
rownej wysokosci danej, nakre$lmy druga prostg do pierwszej réwnolegta,
z jakiegokolwiek punktu tej ostatniej nakre$lmy prostg nachylong do nicj
pod katem danym. Z wierzchotka kata ostrego, promieniem réwnym danej
przekatni, zatoczmy tuk, to ten przetnie naprzeciw lezgca rownolegta w punk-
cie, przez ktory nakreslona prosta rownolegta do linii trzeciej, zamyka za-
dany romboid.

§. 121

Zagadnienie. Fig. 67. Nakre$li¢ trapez BDFJ majac dany jego bok,
oba katy, temu bokowi przylegte, i wysoko$¢ trapezu. Np. dane sa: DF,
katy BDF, JFD i Bn.

Rozwigzanie. Nakre$lmy dowolng prostg i odetnijmy na niej dany bok
DF. Przy D nakre$lmy kat BDF tosamo przy F kat JFD; z jakiegokol-
wiek punktu linii DF wystawmy do niej prostopadta np. z n, Bn+tDF; na
téj prostopadiej odetnijmy dang wysoko$¢ Bn i przez wierzchotlek B na-
kreSlmy prostg réwnoleglta do DF, to ta przetnie w punktach B i J proste
pochylone do DF pod katami ostremi.

§ 122.

Zagadnienie. Fig. 67. Wykresli¢ trapez, majac daue: bok DF, katy
BDF i JFD temu bokowi przylegte i bok BD przylegty katowi przy D.
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Rozwigzanie. Na dowolnie nakreslonej prostej odetnijmy bok DF. Przy
D nakre$lmy kat BDF tosarno przy F kat JFD a na dopieroco nakreslo-
nym ramieniu kata D, odetnijmy dang dhugos¢* boku B D. Z punktu B na-
kreslimy BJ rownolegle do DF, ta przetnie ramie FJ w punkcie J, przez
co otrzymamy czwarty bok JF, Zadanego trapezu.

Uwaga. Nakres$liwszy w trapezieBDFJ, przekatnie DJ, rozdzielimy go na
dwa- odmienne trdjkaty. Mozna wigec wykresli¢ trapez uzywajac do tego wykre-
Slenia czesci wchodzacych w sklad owych trojkatow (obaez §. 78 ,konstrukcye
trojkatow).

§. 123.
Wstep do kreslenia trapezoidow.

Okre$lenie. HIg- 63. Przekatnia trapezoidu dzieli go na dwa nieprzysta-
jace tréjkaty. Nakresliwszy w trapezoidzie KLNP przekatnie KN, otrzy-
mamy dwa tréjkaty nieprzystajagce KLN i KNP. Mozna wiec wykresli¢ tra-
pezoid znajgc czesci wchodzace w skiad owych trojkatow.

§ 124,

Zagadnienie. Dane sg boki PN, PK, NL, kat N zawarty pomiedzy bo-
kami NP i NL oraz przekatnia NK-, wykresli¢ trapezoid.

Rozwigzanie. Nakre$lmy dowolng prostg i odetnijmy na niej dtugosé
boku PN. Przy N nakreSlmy dany kat LNP i na dopiero co nakreslonem
ramieniu tegoz, odetnijmy dtugo$¢ danego boku NL. Promieniem KN za-
toczmy z N tuk, tosarno z P promieniem PK zatoczmy drugi luk; a polg-
czywszy punkt K, w ktérym sie oba przecinaja, z punktami P i L, otrzy-
mamy zgdany trapezoid KLNP.

Uzasadnienie. Tu uzyto 88 81 i 79. Przez wykredlenie trojkata KNP (8.78. 3), otrzy-
maliSmy KNP a dalej <rPNL— KNP= <£LNK, 8§ 78, 1

§. 125.

Zagadnienie. FiIg- 68. Wykresli¢ trapezoid majac dane cztery boki PN,
NL, LK, KP oraz kat P, zawarty pomiedzy bokami NP i PK.

Rozwigzanie. Na dowolnie nakres$lonej prostej odetnijmy dtugos¢ danego
boku' PN. Przy P nakre$imy dany kat KPN, i na nakreSlonem ramieniu,
odetnijmy dlugos¢ boku KP. Z K promieniem KL zatoczmy #tuk, tosarno
z N promieniem LN ; oba te tuki przecinajg sie w punkcie L, ktory potacz-
my z W a otrzymamy zadany trapezoid KLNP.

Uzasadnienie. Uzyto tu 88 79. 81.

8. 126.

Konstrukcye Deltoidu. Hig- 69. Nakreslmy NK dowolnie, w punkcie o
lezacym blizej punktu K jak N (0 moze takze blizej N by¢ obranym) wy-
stawmy prostopadlg JL. Odetnijmy Jo = oL wieksze lub mniejsze, anizeli
oK lub wreszcie réwne temu ostatniemu. Potgczmy punkt .7 zK i N. tu-
dziez punkt L z K i 2V, przez co otrzymamy dcltoid, sktadajacy sie z dwoch
trojkatow przystajacych NJK i NLK; przekagtnia dituzsza KN w tym del-
toidzie jest zarazem jego osig symetryczna.
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Kreslenie wielokatow foremnych.

8. 127.
Okreslenie. Figura, majgca réwne boki i réwne katy, zowie sie foremna.

8. 128.
Zagadnienie. Fig. 70. Wpisa¢ w koto pieciokat foremny.

Rozwigzanie. Nakreslmy S$rednice ab i w $srodkowym punkcie O wystaw-
my do niej prostopadtg 11, O, przecinajacg okrag kota w punkcie Il. Pro-
mien Ob w punkcie ¢ podzielmy na dwie réwne czesci i z punktu c pro-
mieniem cli zatoczmy tuk Il.d, Kktéry przetnie Srednice ab w punkcie d. Po-
taczmy d z Il przez” co otrzymamy dli tj. zadany bok pieciokata. Zato-
czywszy teraz z Il tuk dlI, otrzymamy II, 1 jako bok pieciokgta na okregu
kota; ten bok przenieSmy dalej a otrzymamy wierzchotki V, IV, I1II.

Dowdd. Podany bedzie przy kresleniu foremnego dziesieciokata 8. 134.

8. 129.
Zagadnienie. Fg. 7L Wpisa¢ w koto foremny szesciokat.

Rozwigzanie. Promien kota jest rowny bokowi szesciokgta foremnego;
przenieSmy go na okrag kota szes¢ razy, otrzymamy punkta I, I, I, 1V,
V, VI; potaczywszy w tym samym porzadku te punkta linijami prostemi,
otrzymamy szesciokat foremny.

Dowod. Niechaj bedzie O $rodkiem kota, w ktére wpisano szesciokat foremny. Polgczyw-
szy O z wierzchotkami sze$ciokata zapomoca promieni, otrzymamy réwne katy, ktérych wierz-
chotki leza w $rodkowym punkcie kota, mianowicie: «(£1011= 1o 1 = uloliv — ..
a kazdy z nich= 1/3P. Ztad wynika: ze powstale te sze$¢ trojkatéw' przystaja do siebie i sg
réwnoboczne, a wiec bok szesciokata réwna sie promieniowo.

§. 130.

Zagadnienie. Fig. 72. Wykresli¢ siedmiokat foremny, majac dany jego
bok. Tu np. niechaj tym bokiem bedzie 07.

Rozwigzanie. Dany bok siedmiokata przedtuzmy od O ku a i promie-
niem 07 zatoczmy z O potkole, przecinajace przedtuzona $rednice w punk-
cie a. Potkole to podzielmy na 7 réwnych czesci, potgczmy punkt Oz punk-
tami podziatu 6, 5, 4, 3, 2 i te proste z wyjgtkiem 02 przedtuzmy po za
potkole. Wzigwszy w cyrkiel dany bok siedmiokata, przetnijmy nim z punk-
tow 71 A, przedtuzone proste 0 6 i 03 w punktach F i B, tosamo z punktow
F i B, promieniem réwnym bokowi siedmiokata, przetnijmy proste OD i OC
w punktach D i C, nastepnie potgczmy odpowiednie te wszystkie punkta,
a otrzymamy w ten sposob zgdany siedmiokat foremny ABCDF 70.

Uwaga. F,D,C,B mozna takze inaczej wynalez¢, mianowicie: w $Srodko-
wych punktach prostych 07 i 02 wystawmy prostopadle i przedtuzmy je az do
przeciecia sie¢ w 0; z tego punktu promieniem o7 = 0A zatoczmy koto, ktére
przetnie odpowiednie proste w szukanych punktach F,D,CiB.

Dowdd. Kazdy kat wielokata foremnego o n bokach réwna sie —-— . P. Kat wiec

siedmiokata foremnego réwny jest ---- — . P = 1284, 0 Ale 1284,0 = §, . 180° czyli ze
57 .<jca07 = <jcA07.
8 131.

Zagadnienie. Fig. 73. Nakresli¢ w kole siedmiokat foremny w przy-
blizeniu.
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Rozwigzanie. Nakreslmy S$rednice ab i z punktu b promieniem Ob za-
toczmy tuk *cOd, ten przetnie okrag w punktach ITA K. Prosta tgczaca punkt
Il z punktem K jest tu cieciwag, przecinajaca promiei Ob w punkcie P.
IIP = PK jest jednym bokiem siedmiokata; nastepnie odetnijmy od punktu
Il kawatek Il11=11P i w ten sposob dopetnijmy reszty zadanego sied-
miokata.

Uzasadnienie. A O Ilb jest réwnoboczny; zatem 11P jest jego wysokoscia; nazwijmy jg,

h, za$ bok réwnobocznego tréjkata nazwijmy a, natenczas otrzymamy: h2= a---—— = 34 a2

h—PLy'3, a wstawiwszy a— 1, |A 3= 1-7320508, otrzymamy: 7:=0-8660. a= 7, 1= bokowi

siedmiokata; obliczywszy trygonometrycznie prawdziwa wielko$¢ boku siedmiokata, przekonamy
sie, ze bigd wynosi 0-0018«.

8. 132.
Zagadnienie. Fig. 74. Wpisa¢ w koto o$miokat foremny.

Rozwigzanie. Nakreslmy dwie $rednice VIII, 1V i 11, VI, prostopadte do
siebie, przepotdbwmy kazdy kat prosty linijami tV i sVII, ktéro nachylajg
sie do Srednic pod 65° i przecinajg okrag w I, I, V, VII-, polgczywszy te
punkta z poprzednio otrzymanemi, otrzymamy zadany osmiokat.

Uzasadnienie. Wszystkie oSm katéw schodzacych sie wierzchotkami w $rodku kota, sg
miedzy sobg réwne i kazdy -wynosi 45°, ale w tém samem kole réwnym katom $rodkowym od-
powiadajg réwne tuki i réwne cieciwy, ktére zarazem s3 bokami foremnego o$miokata 1, 77,
777,.... V1.

8. 133.

Zagadnienie. Fig. 7. Whpisa¢ w koto przyblizenie dziewieciokat foremny.

Rozwigzanie. Przez $rodek O kota, nakreslmy S$rednice VII, 7, promien
07 podzielmy na 7 réwnych czeéci. (Dzielenie to uskutecznia sie najlepiej
nastepujgcym sposobem: z 0 nakresimy prosta nachylong do 07 pod do-
wolnym katem, na nig przenieSmy dowolng dtugo$¢ 7 razy, przez co otrzy-
mamy punkta podziatu 1', 2", 3', 4', 5', 6", 7'. Punkt 7' polaczmy z 7 prostg
7,7', zas przez punkta 6', 5', 4'.... nakre$lmy do niej réwnolegte, ktore podzielg
promienn 07 na siedm roéwnych czesci). Z punktu VII, promieniem VII,2
zatoczmy tuk a2b, ktory przetnie okragg w V i IX. Z IX zatoczmy promie-
niem VII, 2 tuk gil, ktéry przetnie okrag w Il; nastepnie z punktu Il, tym
samym promieniem zatoczmy tuk fIX 5 oba te tuki przecinajg sie w C. Po-
taczywszy C z O, otrzymamy punkt | jako przeciecie sie prostej CO z okre-
giem kofa, punkt ten jest zarazem jednym wierzchotkiem. Nakresimy CllI
i CIX i przedtuzmy je az do przeciecia sie z okregiem kofa, to otrzymamy

znéw dwa wierzchotki VIII i 111 dziewieciokata. Reszte bokéw znajdziemy,
przenoszgc dalej znane juz boki. so 41 4 p
Dowéd. Kat wewnetrzny foremnego dziewieciokata réwna sie—' - 7J= — =1407%

jest wiec réwny zewnetrznemu katowi tréjkata réwnobocznego wiecej trzeciej czeSci kata we-
wnetrznego tegoz trojkata.

1 Jezeli koto opisowe nie jest dane, kreslimy foremny dziewieciokat w nastepujacy spo-
sob: najpie'rw kreslimy trojkat réwnoboczny I1C I1X razem z katami zewnetrznemi 111, 11, 1X
i VI, I1X, I, nastepnie dzielimy katy wewnetrzne przy 77 i 1X na trzy rowne czesci i kresli-
my promienie 77, 1 i IX, | pochylone pod 20° do bokéw tréjkata; te przecinajg sie w punkcie 7,
lezacym na okregu kota i ztad powstaje 7, Il — I, IX, bok dziewieciokata foremnego. Dalej
kreslimy 77, 111 = IX, VIII = 7, Il, przez punkta 777, 77, I, 1X, VIl zataczamy koto po-
mocnicze i na niém przenosimy znaleziony bok zadanego dziewieciokata foremnego.

2. Poniewaz jednak wedtug zadania miat by¢ w dane koto O wpisany dziewieciokat fo-
remny, niezbedna jest przeto znajomo$¢ stosunku boku 77, IX tréjkata7, 77, IX tj. cieciwy w da-
ném kole, do $rednicy tegéz; a ze wielkos¢ tego boku czyli cieciwy 77, 1X zawisty jest od kata
Srodkowego 1 1 O1X = 80° i od promienia r danego kota, przeto nalezy jg obliczyé; cieciwa
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I, 1X jest r()wna podwojnej wstawie (Sinus) potowy kata 80°, tj. 2 .wst. 40° = 2 .0-6427876
— 1m855752 .r (r= 1). Ale cieciwa Il, IX—aVIl— VIIl, 2= ¢, ,r= 1.2857143.r, r6znica
wigc wynosi 0-0001391.7-; biad zatem jest bardzo maty. bo nawet przy kotach o sredmcy 1 metr
popetnia sie biad réwny praW|e grubosci otowka.

Whniosek. Bok dziew-ieciokata réwna sie podwoéjnej wstawie potowy catego kata Srodko-
wego, ktéry 40° wynosi= 0- 6840%

§. 134

Zagadnienie. Fig. 76. W dane koto O wpisa¢ dziesieciokgt foremny /,
47, 777,...... X

1. Rozwigzanie. Nakreslmy promieri 10 prostopadle do $rednicy df, po-
dzielmy promien Of w punkcie ¢ na dwie réwne czesci, z punktu c promie-
niem cl zatoczmy tuk la, ktory przetnie promien Od w punkcie a, a prosta
a0 bedzie bokiem foremnego dziesieciokgta. Dla przykladu mozna ten bok
przenies¢ od | na okrag kota.

Twierdzenie. Bok dziesieciokata réwna sie odlegtosci aO— Om, tj. rowna sie $rednio-
geometrycznej promienia podzielonego w stosunku $rednim i skrajnym.

tenczas
mienie
przeto katy przylegte nieréwnemu bokowi VI, VII wynosza po 72°, kat wiec VII, VI
VI, \ 11O = 2 .<E£ VIO VII. Jesli kat przy VI przepotowimy tak, aby <€ VII, VIm —

-ZniVIIO = <€ VI1I0 VI, natenczas ¢(\VIO VII — AV ImVII; "kat przy VII jest obydwom
trojkatom wspolny, boki wiec obejmujace go sg propoicyonalne, ztad wiec proporeya: V110 :
VI, V1— VII, VI: VIIm; poniewaz jednak VI, VII— VI.m — m.0, przeto mozemy napisa¢ V11 O:
mO — mO : VIIm, czyli, ze bok VI, VII dziesieciokata jest réwny wiekszemu odcinkowi mO
Sredniej geometrycznej) promienia, podzielonego w stosunku $rednim i skrajnym.

Uwaga. Uzasadnienie to obejmuje zarazem drugi sposéb rozwigzania.

Dodatek. Przedtuzywszy VIm az do przeciecia sie z okregiem kota wpunkcie IX, otrzy-
mamy IX, VII tj. bok foremnego pieciokata, albowiem <£1X, VI, VII+=36°=ij2 IXOVU.
poniewaz za$ kat okregowy przy V1 i kat srodkowy 1X 0 V1l podpisane sg tym samym tukicm

VI, IX, przeto ostatni z nich réwna sie ﬁso—:72".

Pozostaje jeszcze dowie$¢, ze pierwszy sposéb wynalezienia $redniej geometrycznej aO ==mO
jest dobrym.

W tym celu uwazam Of jako $rednice kota, ktére tez rzeczywiscie zataczamy, a prze-
dhuzywszy lg az do przecieca sie z kotem ¢ w punkcie n, otrzymamy:

1. W styczng, 10 — In.Ib a przez podstawienie:
70 — (IbA-bri) .Ib a przez podstawienie:

= (a0 -|- Of).a0 Ilub przez podstawienie:
d02=+(a0-{-d0).a0,
dO — a0 -\-a0.d0, ztad tez
hi) Jf: ~d02—a0.do,
nO = dO (dO —aO”— dQ.ad, zatem

8. dO:a0 =.a0:ad; dO== V11 O, wiec aO — mO jest rzeczywiscie $rednio-gCometryczna
promienia, czylljest bokiem dnememokqta foremnego wpisanego w dane koto O.

Dodatek. Jezeli promieniem la zatoczymy z | tuk alX, to ten przejdzie w istocie przez
koniec boku pieciokata 17/, 1X, a poniewaz ~ I, IX, VI= P za$ kat VI, IX, VII = 18° jako
kat obwodowy, itd., przeto I, IX, VII= 108° czyli jest katem foremnego pieciokata na oh.
wodzie opisanego.

N o g~ W

135.

Zagadnienie. Fig. 77. Nakresli¢ foremna oSmiokatng gwiazde.

Rozwigzanie. Nakreslmy foremny o$miokat 1,2, 3, 4, 5... "i przedtuzmy
jego boki az do wzajemnego przeciecia sie W I, 1I, Ill.... W ten sposdb,
tj. _pr(zjed}uiajac boki jakiegokolwiek wielokgta foremnego, mozna otrzymaé
gwiazde.

(waga. Podzieliwszy okrag kola na n rownych czesci i potaczywszy co trzeci
punkt podziatu linijg prostg, otrzymamy wielokat gwiazdowy (Sternpolygon).



53

§. 136.
Ogolna metoda kreslenia wielokatéw foremnych.

Opis. Dzielimy kat naokoto punktu na tyle rownych czesci, ile wielokat
ma mie¢ bokéw. Przez punkta podziatu kreslimy promienie”, potowimy kat
zawarty miedzy dwoma promieniami i przecinamy te dwusieczng za pomocg
prostopadiej, na ktdrg przenosimy po obydwdch stronach punktu przeciecia,
potowe danego boku wielokata, przez konce tej ograniczonej prostej kreslimy
linije réwnolegte do dwusiecznej kata, a te przetng dwa najblizej lezace pro-
mienie; punkta przeciecia tgczymy prostg, a ta jest bokiem zadanego wielo-
kata, ktéry na sposéb ponizej przytoczonego przyktadu przenosimy na okrag.

8. 137.

Zagadnienie. Hg. 78. Majac dany bok mn o$miokata foremnego, wy-
kresli¢ go.

Rozwigzanie.. Z punktu O odpowiednim promieniem zatoczmy koto i po-
dzielmy jego okrag na oSm rownych czesci. W punkcie o dwusiecznej Op
wystawmy do niej prostopadtg mn, on = om — potowie danego boku wie-
lokgta. Przez m i n nakre$lmy linije réwnolegle do Op, a te przetng pro-
mienie 01V i OTTw punktach 4 i 5. Polgczmy 4 z 5, a ta prosta jest prze-
niesionym bokiem o$miokata. Zatoczywszy z punktu O promieniem 04 okrag,
ten przetnie S$rednice w punktach 3, 2, 1, 8, 7__, a te sg szukanemi
wierzchotkami.

8. 138.

Okre$lenia. 1. a) Dwusieczna kazdego kata wierzchotkowego w wielokg-
cie foremnym, o nieparzystej liczbie bok6éw, jest osig symetryczng, pro-
stopadtg do boku przeciwnego i dzieli go na dwie réwne czesci i odwrotnie:
kazda prostopadta do boku wielokgta foremnego o nieparzystej liczbie bokow,
wyprowadzona z jego $rodka, jest symetryczng osig kata przeciwnego.

b) Wszystkie dwusieczne katdéw wierzchotkowych w wielokacie fore-
mnym o nieparzystej liczbie bokoéw, przecinajg sie w jednym punkcie, ktory
jest srodkiem wielokata, i sg osiami niesrodkowego uktadu, do ktdrego wie-
lokat nalezy.

Il. a) Dwusieczna kazdego kata wierzchotkowego w wielokacie foremnym
0 parzystej liczbie bokow, jest zarazem osig symetryczng i promieniem sprzezo-
nym (Zuordnungsstrahl) srodkowym, przechodzi przez przeciwlegty wierzchotek
1 dzieli kat przy nim bedacy na dwie potowy.

b) Kazda prostopadfa wyprowadzona ze $rodka boku wielokgta fore-
mnego o parzystej liczbie bokoéw, jest zarazem osig symetryczng i Srodkowym
promieniem sprzezonym, tudziez dzieli bok przeciwny na dwie réwne czesci
i jest do niego prostopadia.

Przystawanie wielokatéw i wynikajgce ztad sposoby
kreslenia wielokgtéw przystajacych.

8. 139.

OkresSlenie. Pod przystawaniem (identycznoscig) dwdch wielokgtéw rozu-
miemy zupetng zgodno$¢ co do ksztattu i wielkosci; jezeli jeden z takich
wielokatow potozymy odpowiednio na drugim, natenczas przykryja sie catko-
wicie i okaze sie nam tylko jeden wielokat; ztad wyplywa ze: aby dwa
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wielokaty przystaty do siebie, potrzeba nietylko, aby miaty réwne boki i katy,
lecz nadto réwne czeSci musza by¢ w obydwoch w tym samym porzadku
utozone.

Uwaga. Prawo przystawania wielokagtow najlepiej wyjasnia nastepujacy przy-
ktad z miernictwa, ktdrym przez przerysowanie i przykrywanie sie wielokatow
otrzymujemy przystajgce obrazy.

Kopiowanie sytuacyjnych planéw” odbywa sie w nastepujgcy sposob: przy-
krywamy dany plan papierem tak, aby jego krawedzie przylegaty doktadnie
(szczelnie) do bokéw planu, nastepnie przyktadamy plan do szyby lub do piyty
szklanej, do tego przeznaczonej, pochylonej wzgledem ptaszczyzny poziomu, i li-
nije planu sytuacyjnego przerysowujemy na czysty papier otowkiem. Tak otrzy-
many obraz zakrywa zupeinie plan sytuacyjny; a jesli je roziqczymy, to otrzy-
mamy dwa przystajace obrazy.

8 140.

Twierdzenie. Dwa wielokaty o réwnej ilosci bokoéw przystaja do siebie,
jesli sktadaja sie z przystajacych trdjkatéw. Te ostatnie zas otrzymamy, kre-
$lac przez jeden wierzchotek wielokata (w obu wielokgtach jednako potozone)
przekatnie.

Zatozenie. Fig. 79. Dane sg wielokaty ABCDFO i A'B'C'D'F'0', w kto-
rych: A AB Osi A A'B'0', ACCO= ACCO', ACDOetA CD'O,
A DFO = A D'F0.

Twierdzenie. Wielokgt ABCDFO = A'B'C'D'F'0'.

Dowdd. Potozmy wielokgt ABCDFO na A'B'C'D'F'OI' tak, aby punkt O
padt na O, kierunek boku OA na kierunek boku O'A', zatem aby" punkt A
padt na A', natenczas A AB O powinien przykry¢ A AB'O’', gdyz oba sg
przystajgce; w skutek tego bok AB padnie na AB', <€ OAB na <£ 0'A'B'
i ABO na <£ AB'O'; jezeli jednak bok OB padnie na 0'B', toi A BCO
musi pas¢ na A CCO"' czyli bok BC pas¢ musi na BC, bok CO na CO’,
< OBCna<£ 0'B'C, zaS< OCB na<£ 0'C'B'. Jezeli za§ OD pada na 0'C,
musi t¢z i A OCD pas¢ na A O'CD', a wiec bok CD musi pas¢ na bok CD",
bok DO na bok D O, <£ OCD na < O'C'D', <£ DDO na <$ CD'O'; po-
niewaz jednak boki OD i 0'D' przykrywajg sie, muszg sie téz i trdjkaty
ODF i 0'D'F' przykrywaé, a wiec i inne ich czesci przykrywac si¢ muszg",
mianowicie bok DF przykrywa bok D'F', bok"OD przykrywa bok 0'F,
A ODF pada na <£ 0'D'F', <£ DFO pada na <£ D'FO’'. Jezeli wiec AO
pada na A O, AB na AB', BC naB'C, CD na CD', DF na DF'*“\ FO
na F O, zatem oba wielokaty przykrywaja sie, a wiec sg przystajgce. Ztad
wyptywa nastepujacy wazny wniosek, odnoszacy sie do kreslenia wielokgtow
przystajacych.

Whniosek. Dwa n'® katy podzielone przekatniami czyli promieniami na
same trojkaty, przystajg do siebie, jesli wszystkie boki obwodowe i przekatnie
czyli promienie w jednej figurze, sa rowne odpowiednim bokom i przekatniom
w drugiej figurze.

8 141.

Zagadnienie. Fig. 79. Dany jest wielokat ABCDFo, nakre$li¢ drugi do
niego przystajacy.

Rozwigzanie. Przez jeden wierzchotek np. o nakre$lmy przekatnie 0B,
oC, oD, przezco roztozymy wielokgt na tréjkaty: oAB, oBC, o<D, oDF.
Nakreslmy prostg i odetnijmy na niej o'F = oF, nastepnie z punktu o do-
wolnym promieniem zatoczmy tuk 1, 2, 3, 4, 5. (Im wigkszy jest ten pro-
mien, tém doktadniej wypada rysunek). Tym samym otworem cyrkla zatoczmy
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z o tuk 1,2, 3,4' _ Od punktu 5' przeniesmy tuk 5, 4, a wiec tuk 5', 4'
= 5, 4. Od punktu 4' przeniesmy tuk 4, 3, tj. 4', 3" = 4, 3. Tak samo dalej
odetnijmy 3',2'= 3,2, 2',1'= 2,1. Polaczmy 1, 2, 3", 4" z punktem o' pro-
stemi i odetnijmy oD = oD, 0'0 — 00, o'D'= oD, 0'4" = 0A. Nareszcie
potagczmy A' z B', B' z C etc. linijami prostemi; tréjkaty oAB i 0'A'B’,
oBC i OBC" oCD i oCD' przystajg podtug lgo przypad. przystaw., w sku-
tek tego boki lezgce naprzeciwko katéw rownych sg sobie réwne, a zatem
A'B'C'D'F'o przystaje do ABCDFo.

8 142,

Zagadnienie. Figury 80. Woykreslic wielokat przystajacy do danego
FGHJEL.

Rozwigzanie. Wewnatrz danego wielokagta obierzmy punkt O i potagczmy
go ze wszystkiemi wierzchotkami za pomocg promieni; przez co wielokat
zostanie podzielony na trdjkaty: OFG, OGH, OBJ, OJK etc. Na ptaszczyznie
rysunkowej obierzmy dowolny punkt O'. Z O zatoczmy dowolnym promieniem
okrag kotfa, ktdéry przetnie promienie FO, OG, OH, OJ etc. w punktach f, g,
h, i etc. Toz samo z 0' tym samym promieniem zatoczmy koto f, g', h' etc.
Obierzmy punkt W lezacy réwno z k pod O'; nakre$lmy prostg O'lc i prze-
dtuzmy ja; z k' odetnijmy tuk I'k' = Ik, podobnie z V odetnijmy tuk 1f = If.
Tak samo uczynimyfg' = fg, g'h' = gh, hiil = hi, i'k' — ik. Polgczmy punktu

___z punktem O, i odetnijmy na przedtuzonej 0'k', 0'K' = OK. Tak
samo dalej odntnijmy O'L' = OL, 0'Fl= OF, 0G-' = 0OG, HO' = ILO,
0'J' = 0J. Nakonieo potgczmy punkta KL F'— linijami prostemi, a otrzy-
mamy wielokat K'L'F'G'___ przystajagcy d6 KLFG — Poniewaz trojkaty OFG,
GHO, OHJ...., przystajg do odpowiednich tréjkatow 0'F'G', G'H'0", 0'H'J" etc.,
podiug pierwszego przypadku przystawania trojkatow.

8. 143.

Twierdzenie. Jezeli w dwdch wielokgtach przystajgcych z dwdch odpo-
wiednich wierzchotkéw nakreslimy do innych przekatnie czyli promienie, to
wielokaty rozpadng sie na trojkaty, z ktérych lezgce w tym samym porzadku,
przystajg do siebie.

Zatozenie. Figury 79. Niechaj bedzie wielobok ABCDFO = A'B'C'DF'0’
czyli OF= 0'F, FD = F'D', DC = D'C', CB = ClIi', BA B'A', AO =
A'O' dalej kat przy 0 = katowi przy O, F=<$F, ACD = ACD,
< 0= < 0\'< B= ACB', < 4 =< A"

Twierdzenie. Nakresliwszy promienie OD, OC etc., tudziez promienie
0'D', 0'C, 0'B' etc.,, jednakowo lezace, otrzymamy: /\OFD = /\O'F'D",
A CDO & A CD'O', A DCO e* A B'C'0', A 450 = A A'BO.

Dowdd. Poniewaz OF = 0'F', FD = FD', ACF £ F', przeto po-
dtug pierwszego przypadku przystawania A OFD = A 0'F'D'-, a ztad OD
—0'D* i <£ ODF = <f O0'D'F*. Poniewaz AID = AID' i ODF =
ACO'D'F', wiec tez < 0 — < ODF= AID'— < O0D'F', czyli < CDO
= <A CD'O'. Dalejjest OD = 0'D’, CD = CD', azatem A CDO= A CD'O',
wigc OC = 0'C, <t OCD = O'CD', a ztad wynika, ze ACC— ACOCD
= A; C— ACO'C'0, tj. AC1600 = ACB'0'0'; a poniewaz wedtugjzatoze-
nia BC=B'C, przeto na mocy Igo przyp. przyst. (\BCO ea A B'C'0', a ztad
wynika réwnos¢ jednakich bokéw i kgtow: BO = B'0', ACCU) = Al C'B'0',
zatem ACi? — ACCBO = < 5'— ACC'B'0' czyli < 450 = AC4'5'0'. Po-
niewaz przyjeto, te'AB = AB', przeto na mocy pierwszego przypadku przyst
A ABO = A A'B'0'. Rzeczywiscie wiec wszystkie trojkaty w ABCD. sa
po porzadku do trdjkatow w A'B'C'D'— przystajace.
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8. 144,

Twierdzenie. Dwa prostokre$ine n katy przystang do siebie, gdy maja
wszystkie boki i katy, oprocz jednego boku i dwoch przylegtych mu katéw, odpo-
wiednio réwne i w tym samym porzadku utozone.

Zatozenie. Figury 78 a. Niecli beda w danym wielokacie ABC....... F
bok EF i przylegte mu katy e i/, w drugim za$, to jest” A XX__ FXx,
bok EX X i przylegle mu katy el, fi owemi brakujacemi bokami, pomiedzy
ktoremi oba pierwsze sg wkleste, wszystkie zresztg jednako lezace boki i katy
sg w obu wielokgtach odpowiednio réwne.

Twierdzenie. Wielokat ABC... F = wielokgtowi AX)XCX...FX

Doicdd. Potézmy oba wielokaty odpowiednio jeden na drugi, to zostanie
AF przez AX¥X a od <£ ax, AB przez A8 X b od bx, BC przez
B)XCX <£ ¢ od <£ o, nakryte, przeto punktu koncowe E i F padng na od-
powiednie koneowe punkta E, i Fx, a oba wielokaty przykryja sie wzaje-
mnie i przestana do siebie. Z tego wyptywa takze, ze EF = ExXFt, <€ e =
< -ilub < DEF= < DXX¥XXi</=</!.

Uwaga. Gdy dwa brakujgce katy nie leza na brakujgcym boku, to wypro-
wadzamy dowdd z pomocg przekatni, a nastepnie sprowadzamy do 8. 77.

Opisanie wykreslenia.
Fig. 78a. Figury 78 a. Podiug powyzszego
twierdzenia, poprzednio dowiedzionego,
nakresli¢ do danego wielokagta ABCDEF
przystajacy, gdy na AX Xodetniemy pod-
stawe réwna AF' <f£«, = «, bok A, Bx
= AB, < bx= b a bok BX\= BC,
kat = c a bok CXOX— CD i wreszcie
dx— d, zas DxEx= DE. Wielokat
ABCDEF = wielok. AXBXCXDXE XX

§. 145,
Twierdzenie. Dwa prostokresine n® katy przystaja, gdy wspotrzedne (Co-
ordinaten) jednej figury sg wzglednie réwne wspétrzednym drugiej figury.
To wyplywa z przystawania tréjkatéw i trapezéw, na jakie oba wielokaty mozna wspél-
rzednemi podzieli¢.

8 145,

Zagadnienie. Figura 8l. Nakre$li¢ wielokat przystajacy do wielokgta
ABCDFGH. *

Roztoigzanie. Podstawe HA przedtuzamy w lewo do o, kreslimy z punk-
tow B, C, D, F, G prostopadte na oH, np. CoJLoH, DI LoH it d. Te pro-
stopadte przetng oH w punktach o, 1, 2, 3,4, nieréwno od siebie oddalonych.
oH zowiemy odcinkiem (Abscisse), prostopadie (‘o D I.... zowiemy przysta-
wami (Ordinaten). — Nastepnie kreslimy prostg o'//' i od o' odcinamy na
niej dhlugos¢ oA — oA, AT = Al, i'22= /*> 2'3 = 2,3, 34 = 3,4,
4'H*= 4H. (Przenoszac z o’ odlegtosci 0'A — 0A, o'l' — ol, 02" — 02, 0'3\
= 03, otrzymamy bardzo doktadny rysunek.) W punktach o'. T, 2', 3". 4" wy-
stawiamy prostopadte do o'H'. Kres$limy o'C = oC, D'1'= D1, B'2‘= B2,
F'3'"—F3, G'4= G4 i tagczymy punkt A' zB', B' zC, C z D'__, po-
wstaty ztad wielokgt A'B'C'1)"... przystaje do ABCD...

Uzasadnienie. Trapez 0'O'B'2' as oCB2, /}. AB'2'as A AB2, trapez 0'CD'L' es oCDlI itd.
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8 147.

Zagadnienie. Fig. 82. Dana jest krzywa abcdf....; nakresli¢ krzywa do
niej przystajaca.

Rozwigzanie. W dowolnym kierunku kreslimy wzgledem danej krzywej
prostg XY (0o$ odcinkOw [Abscisse]), ispuszczamy z a prostopadtg alO na AD7
na o$ odcinkéw przenosimy z 10 w prawo dowolng ilos¢ matych miedzy sobag
rownych czesci, t. j. 10,9 = 9,8= 8, 7= 7,6 = G5 = 54 = 4"3=
i w punktach podziatu osi odcinkéw XY wystawiamy do niej prostopadie
a1o0, b9, sc, /d___

Nastepnie prowadzimy inne odcinki x v i zobranego punktu io' odci-'
uamy na nich czesci 10'9' = 10, 9, 9'8'= 9,8, 8'7'= 8,7, 7'G = 7,6 it. d,
a wtedy te czeSci na x'v rowne sg czesciom na xv. Wystawmy w punk-
tach podziatu x - v: prostopadte i uczynmy i10a! = 10a, 9'b" — 9b, 8'c = 8,
Td'= 7d, 6 f — 6fit d W kohncu wolng rekg polgczmy punkta a', b',
«df --—-—-Kkrzywg, a natenczas krzywa a f k'm przystanie do aflcm.

Uzasadnienie. Trapez a'b'9'10' ~ trapezu ab9 10, trapez b'c'8'9’ bc89, e'd'7'8" s
cd78 it d

Praktyczne zastosowanie.

8. 148.

Zagadnienie. Fig. 83. Na podstawie tozsamo$ci (przystawania) nakresli¢
grecki profil P, majac dang podziatke i potozenie najwazniejszych punktéw
profilu, oznaczonych za pomocg wspdtrzednych (Coordinaten).

Rozwigzanie. Kredlimy w Px kat prosty tak, aby jedno jego ramie bylo
pionem; na tern ramieniu odcinamy 234 czesci czyli jednostki, ktoére otrzy-
mamy, odczytawszy wymiar pionowej (na prawo w zakreskowanej ptaszczy-
Znie P), zatrzymamy jg w pamiecii z podziatki nakre$lonej u dotu weZmiemy
w cyrkiel ilos¢ czesci rowng temu wymiarowi. Te miare uwazamy jako pierw-
szy odcinek w Px. W ten sposéb i reszta wymiaréw pionowych i pozio-
m)l/(ch podanych w P przeniesiemy na Pv Krzywa profilu kreslimy wolng
reka.

Uimga. Na podstawie poprzednich ¢wiczern mozna przedstawia¢ obrazy po-
dobne do przedtozonych nam wzoréw.

Rownos¢ figur.

S 149

I. Twierdzenie. Koéwnolegtoboki RsrL i RsNr (Fig. 62%*), lezace na tej
samej podstawie i pomiedzy jednakowo rownolegtemi prostemi, sg sobie
réwne.

Dowdd. Poniewaz RL || sr a Rr | siV, przeto <€ RLr — <£srN (jako
katy jednostronne odpowiadajace), i RrL — <£sNr jako Kkaty jednostronne
odpowiadajgce) leczPL = sr; przeto /\ RLr s srN (bo znajgc dwa katy,
znamy i trzeci), zatem i trzecie katy w obu trojkatach sg réwne, a przysta-
wanie wyptywa z 2go twierdz, o przyst. trojk. Dlatego tez mamy

RLNs — /\ RLr = RLNs — /\ srN,, t. z. RsNr = RsrL.

Uwaga. Poniewaz dowod ten odnosi sie do wszystkich réwnolegtobokow,

przeto zamiast prostokgta obierzmy rownolegtobok sko$nokaty, a punkt narozni-

*) Linije graniczng sN mozemy tylko pomysle¢ sobie lub tez nakreslic.
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kowy r skosnokatnego rdéwnolegtoboku RsNr obierzmy gdziekolwiek pomiedzy r
i N na réwnoleglej LN.
Whnioski :
1. Kazdy roéwnolegtobok réwna sie prostokatowi, majgcemu z nim réwna
podstawe i wysokosc.
-» Rodwnolegtoboki o réwnych wysokosciach sg w stosunku ich podstaw.
Rownolegtoboki o réwnych podstawach sg w stosunku ich wysokosci.
4. Réwnolegtoboki w ogdle sg do siebie w tym stosunku jak iloczyny liczb
oznaczajacych wymiary ich podstaw i wysokosci.

8. 150.

li. Twierdzenie, trojkat jest potowa rdéwnolegtoboku majgcego z nim
rowng podstawe i wysokos$é.

Dowod. Fig. 84. Niech bedzie tréjkat ABD dany, przez punkta A i D
kreslimy do bokoéw przeciwnych réwnolegte DF i AF, ktére sie przetng w punk-
cie i*, tak powstanie réwnoleglobok ABDF. majacy z trojkatem ABD jednaka
wysokos$¢ i podstawe, a trojkat jest potowg tego réwnolegtoboku.

Whioski:

1. [bdjkat\ majace réwiie podstawy i wysokosci sg sobie rdwne.

“eo Nojkaty o réwnych wysokosciach sg do siebie w stosunku ich podstaw.

0. trojkaty o rownych podstawach sg do siebie w stosunku ich wysokosci.

4. Tréjkaty w ogéle sg do siebie w stosunku, jak iloczyny liczb oznacza-
jacych wymiary ich podstaw i wysokosci.

Obliczenie miary powierzchni ptaszczyzn.

& 151.
Zagadnienie. Obliczy¢ powierzchnig prostokata, majac dana’\cw liczbach

podstawe i wysokos¢ jego.
Rozwigzanie. Mnozymy przez siebie liczby wyrazajace dtugo$¢ podstawy
i wysoko$¢, podtug jednostek linijnych (miarowych), a iloczyn oznaczaé¢ be-
dzie powierzchnie prostokata, odniesiong do jednostki powierzchni.
Uzasadnienie. Niechaj bedzie (Fig. 62a) APSM dowolnym prostokatem,

ab jednostkg Unijng (miarowg); kwadrat abcd jest wystawiony na boku ab
i przedstawia jednostke miary powierzchni.

ilg' 62 Stykajace sie boki AP i AM niech beda

id / i1 wspoétmierne, a ab ich najwieksza wspdlng

miara. Jednostke miary Unijnej ab przeno-

K | simy na bok AP tyle razy, ile razy sie zmie-

§ci, mianowicie czynimy AB = BN = NO

ca“ h-—-G = OP = ab tak, iz w dand¢j figurze bedzie

-4P = n. ab. Przez wszystkie te punkta po-

F E dziatu kreslimy roéwnolegte do boku iih, to

prostokat AP SM zostanie podzielony na n

c prostokagtow ABLM, BNUL, NOTU, OPST,

\ r B przystajacych do siebie, gdyz majg po dwa

4 I i i fc ( boki réwne; powierzchnia danego prostokata
APSM — n . powierzchni ABLM ....... ). *

Podtug przyjetej wspotmiernosci mozna jednostke miary Unijnej ab prze-

nies¢ na bok AM oznaczong liczbe razy, w ogéle m razy, a wowczas
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AD-e=DF= FU= HF = KM= ad czyli 43f= w,. «6; wyobrazmy sobie
nakreslone przez te punkta podziatu prostej AM réwnolegte do AP; to pro-
stokagt ABLM zostanie podzielony na m przystajgcych prostokatow ABCD.
BCEF, FEGH i t. d., z ktérych kazdy jest znéw przystajacy do jednostki
powierzchni abed, -a zatem powierzchnia AL — m . abed— (2), a gdy teraz
(2) za (1) podstawimy, to otrzymamy prostokgt AP8M = n.m . abed, a gdy
abed réwne jest 1, to prostokagt APSM = n . m.

Tiwaga. Czesto zamiast liczb n i m piszemy litery oznaczajgce wysoko$¢
i podstawe prostokata, dlatego wzdér ten mozna takze napisa¢ tak: A PSM —
AP . AM.

Iszy wniosek. Jezeli a ozngcza bok, P powierzchnie kwadratu, toz’- u2
zaSa=j P.

2gi wniosek. Powierzchnia réwnojegtohoku réwna sie iloczynowi z pod-
stawy i wysokosci. Wyptywa to z Igo twierdzenia, 1go wniosku (réwnosé
figur's. 149).

3ci wniosek. Powierzchnia trojkata rowna sie potowie iloczynu z pod-
stawy i wysokosci. Wyptywa to z ligo twierdzenia (réwnos¢ figur).

8. 152.
Twierdzenie. Powierzchnia trapezu réwna sie iloczynowi z potowy sumy
jego podstaw (G i g) i wysokosci (h). Trapez £-+*>.u ub

Dowdd. Fig. 67, Tab. Il. Nakreslmy przekatnie, to trapez = G B
" 2.FDBJ., 2.FU 1)
+9 | -(«+ *)I ; ztego wynika: h= G%.]_IW* h
§. 153.

Twierdzenie. Powierzchnia (P) wielokgta foremnego réwna sie iloczy-
nowi z jego obwodu (O) i potowy promienia kota wpisanego (0). P =

Dowdd. Jezeli JB jest bokiem wielokgta, a n wyraza ilo$¢ jego bokow,
to p—"N % V*t : Of.

Uwaga. Oznaczenie powierzclini nieforemnego wielokgta podane jest w
189 do 192.

Zamienianie figur.

§. 154.
Okre$lenie. Pod zamienianiem figur rozumiemy kreslenie figur, posiada-
jacych dane warunki, a réwnych co do powierzchni figurze danej.

§. 155.

Wyjasnienie. Zamienienie wielokagta na tréjkaty jest bardzo wazne, szcze-
gblniej przy obliezaniu powierzchni postaci geometrycznych, przedstawionych
na ptaszczyznie rysunkowej; zamiast bowiem rozktadania ich na tréjkaty lub
na trojkaty i trapezy i obliczanie ich pojedynczo (przez co czesto pomyiki
wymiarowe a nawet pomytki przy obliczaniu zachodza) zamieniamy wielokat
na trojkat i obliczamy powierzchnie jednego tylko trdjkata, przez co oszcze-
dza sie wiele czasu; albowiem posiadajgc pewng wprawe, mozna figure
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0 25ciu bokach nawet w przeciggu dwoch minut obliczy¢ (?), a nadto poste-
powanie to, ze wzgledu na doktadno$é obliczenia powierzchni, jest dogo-
dniejsze. W pewnych wypadkach mozna wielokaty, zamiast na trojkaty, za-
mienia¢ na czworoboki. Mozna takze dang figure podzieli¢ na odpowiednie
czesci, a kazdg z nich znéw zamieniong obliczy¢ i dodad.

8. 156.

Zagadnienie. Fig. 84. Trdjkat dany zamieni¢ na inny, ktoryby zawierat
dany kat i jeden niezmieniony bok danego tréjkata.

Rozwigzanie. Niechaj bedzie trojkat AFB; przez F kreslimy rownoleglg
Fx do AB i obieramy na Fx dowolnie punkta E, D, C; tgczymy te punkta
z A i B, to otrzymamy trdjkaty majace te samg powierzchnie co i AFB.
a kazdy z nich ma za podstawe bok AB. Jak widzimy mozna otrzymac
kat A tub tak samo B we wszelkich mozliwych wielkosciach. Jezeli dany
kat leze¢ ma na niezmienionym boku, to zagadnienie moze by¢ zawsze roz-
wigzane. Kreslimy w A dany kat tak, ze AB jest jedném ramieniem, drugie
ramie przedtuzamy, dopoki sie nie przetnie z prostg Fx przechodzacg ro-
wniez przez punkt F; punkt przeciecia taczymy z it, a tak otrzymamy za-
dany trdjkat. W tej figurze majg wszystkie tréjkaty te samg podstawe i rowne
wysokosci, a wiec sg réwne co do powierzchni.

8. 157.

Zagadnienie. Fig. 85. Dany jest trojkgt KSL; zamieni¢ go na tréjkat
w skiad ktérego wchodzitby bok KL danego trOJkata za$ kqt przy L, t j.
SLK zamieniony zostat na inny, mianowicie na dany kat « = L'

Rozwigzanie. W L przenosze dany kat a tak, ze S\LK — L i przedtu-
zam ramie LSi az do przeciecia rownolegtej SS1, w punkcie ,Sj, przecho-
dzacej przez S. Potgczmy S. z K, to trojkat powstaty KS.L jest rowny co
do powierzchni tréjkatowi KSL.

Uzasadnienie jest bardzo tatwe.

8. 158.

Zagadnienie. Fig. 86. Dany trdjkat zamieni¢ na inny, ktéryby zawierat
jeden bok dany, a rownoczesnie jeden przylegly kat pozostat niezmieniony.
Np. tréjkat BAC- zamieni¢ na DAE, ktoryby réwny byt danemu i zawierat
kat A i jemu przyleglty bok AD.

Rozwiagzanie. taczymy D z C prostga CD; z B kreslimy BE j do DC,
taczymy D z ii, to ADE jest zadanym trojkatem.

Uzasadnienie. A BCE — A BDE, bo maja podstawe BE wspdlna, ich wierzchotki leza
na DO réwnolegtej do podstawy BE, przeto oba trojkaty maja i wysokosci réwne. Przeto

A ABE+ A BDE= A ABE -} BCE, ti. A ADE = A ABU

8. 159.

Zagadnienie. Fig. 87. Trojkat ABC zamieni¢ na inny réwny mu co do
powierzchni, a zawierajgcy oprécz hoku AC jeszcze drugi réwny CD.

Rozwigzanie. Przez B nakre$imy Bx réwnolegtg do CA, przedtuzmy CB,
odetnijmy od C na przedtuzonej prostej CB dany bok CD i zatoczmy z C
promieniem CD tuk az do przeciecia Bx wD'. D' jest szukanym wierzchot-
kiem szukanego trdjkata, potaczywszy go z A i C, otrzymamy tréjkat AD'C
rowny ABC, poniewaz majg oba réwne podstawy i réwne wysokosci.
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8. 160.

Zagadnienie. Dany trojkat zamieni¢ na réwnoramienny a réwny dane-
mu co do powierzchni.

Rozwigzanie. Poniewaz trdjkaty o réwnych podstawach i wysokos$ciach
sg rowne co do powierzchni, a w rownoramiennych tréjkagtach wysokos¢ jest
prostopadts do Srodka podstawy, przeto mozna ktorykolwiek bok danego
trojkata uwaza¢ za podstawe; wystawiwszy w jej srodku prostopadtg i uczy-
niwszy jga réwng wysokosci danego trdjkata, potaczy sie tylko punkt koricowy
tej prostopadtej z koncami obranej podstawy, a otrzymamy trojkat réwno-
ramienny, réwny co do powierzchni tréjkatowi danemu.

8. 161.

Zagadnienie. Fig. 88. Czworobok ABCD, niezawierajacy kata wklestego,
zamieni¢ na trojkat.

Rozwigzanie. Aby ten czworobok zamieni¢ na trdjkat, kreslimy przeka-
tnie AC. Trojkat ABC mozemy zamieni¢ na inny lezacy ua podstawie AC,
a majacy wierzchotek na przedtuzeniu prostej DC. W tyni celu przedtuzmy
DC za C i przez B nakreslmy Mx réwnolegta do AC, te proste przetng sie
w M. Jezeli potagczymy M / A, to AMD jest zgdanym tr6jkatem, majgcym
te samg powierzchnie co ABCD.

Do uzasadnienia tego niechaj postuzy réwnos¢ trojkatéow ABC i ACM.

8. 162.

Zagadnienie. Fig. 89. Dany czworobok GLHO, majacy w O kat wkle-
sty, zamieni¢ na réwnolegtobok.

Rozwigzanie. Poprowadzmy przekatnie Olii LO, przez punkla Gill, ro-
wnolegte do LO, przez L i O réwnolegte do HG, przezco powstanie réwno-
legtobok FRSK. Czworobok GLIIO jest potowag rdwnolegtoboku FRSK. Za-
uwazy¢ to mozna, gdy pomyslimy, ze dany czworobok rozkiada sie na dwa
trojkaty LGO i LOH, ktdre prostg LO za podstawe maja. Punkt G wyo-
brazmy sobie jako posuniety do R, a punkt H do S, to trdjkat LGO be-
dzie réwny co do powierzchni LOR, a LOH réwny LOS, powierzchnie
trojkatow LGO -f- LOH, czyli czworobok LGOH réwny jest trojkatowi LRS.

Trojkat LOR jest polowg FROL, a trojkat LOS jest potowg LOSK.
Dodajgc trojkaty LOR i LOS, to te bedg réwne potowie FRSK, zatem czwo-
robok GLHO jest potowg FRSK.

Przepotowmy GIF w M i poprowadzmy MN réwnolegle do GF, to
FRVN — GLHO, z tego wyptywa

Twierdzenie. Powierzchniajakiegokolwiek czworoboku réwnasie potowie
powierzchni réwnolegtoboku, utworzonego z obu przekatni.

Uwaga. Widzimy zarazem, ze w ten sam rownolegtobok nieskoriczenie wiele
czworobokoéw o réwnej powierzchni wpisa¢ mozna. Trzeba tylko punkt G na FG
i punkt L na FK obra¢, przez G poprowadzi¢ réwnolegtag do FK, a przez L
rownoleglta do FR, to otrzymamy cztery punkta, ktére z sobg potaczone, dadzg
zawsze czworobok (z katem wklestym lub bez tego), ktérego powierzchnia réwna
sie potowie danego rownolegtoboku. Tym sposobem mozna czworobok nakreslié
0 kacie wklestym lub bez tego, a réwny co do powierzchni danemu.

163.
Zagadnienie. Prostokat ABCD zamieni¢ na kwadrat.

Rozwieszanie. Mech bedzie AB poziomg matlg podstawg prostokgta, A le-
wym a B prawym jej koncem, punkt C lezy za punktem B. Przedtuzmy



podstawe w prawo do e, tak aby bylo ae = ap., na ae jako Srednicy za-
toczmy pobtkole (ktérego punkta leza pod ae) ktore przedtuzony bok cs
w r przetnie; poprowadzmy a ¢ i nakreslmy nad ta cieciwg kwadrat A Fc n
(w ktorym punkt ¢ nadr a punktws nad a lezy), to ten réwny bedzie da-
nemu prostokagtowi.

Uzasadnienie. Poprowadzmy prosta FE, to kat AEF = P jako okregowy itd., przeto
EFG jest prosta. Jezeli jeszcze poprowadzimy proste HE i DF, to trojkat JJAE— 'j..AFGH
i \FA1) = "l+ABCD-, lecz /NJ[AE~/\FAL), zatem AFGH= ABCD.

8 164.

Zagadnienie. Zamieni¢ prostokat na rownolegtobok majac dany jeden
jego kat.

Rozwigzanie. Poniewaz réwnolegtoboki o réwnych podstawach i réwnych
wysokosciach sg sobie réwne, przeto bierzemy jeden bok prostokagta za pod-
stawe i kres$limy do niej linijg nieoznaczonej dtugosci a nachylong pod da-
nym katem. Z drugiego konca tej podstawy prowadzimy w tym samym
kierunku rdéwnolegta do tego ramienia. Jezeli przedtuzymy przeciwng pod-
stawe prostokata, az do przeciecia tych ramion, to otrzymamy zgdany réwno-
legtobok.

§. 165.

Zagadnienie. Zamieni¢ prostokat na trapez majgc dane dwa katy przy-
legajgce do jednego z réwnolegtych bokow.

Rozwigzanie. Dwa przeciwlegte boki prostokgta dzielimy na 2 réwne
czesci; przedtuzamy 3ci lub 4ty bok, ktéry zarazem uwazamy za podstawe
i jako diuzszy bok trapezu. Ze $rodka tych podzielonych bokéw odcinamy
kat rowny katowi, jakiego do dopetnienia jednego z danych do kata pro-
stego brakuje, lub, jezeli katy rozwarte trapezu sg dane, nadmiar nad kat
prosty; w pierwszym wypadku zewngtrz a w drugim wewnatrz, i przedtu-
zamy ramie w obie strony, tak, ze to ramie przetnie przediuzong podstawe
i boki przeciwlegte prostokata; w ten sposdb odetnie to ramie od prostokata
po jednej stronie punktu przeciecia tréjkat, a utworzy sie po drugiej taki
sam trojkat.

8. 166.
Zagadnienie. Zamieni¢ tréjkat na prostokat.

Rozwigzanie. Poniewaz trojkaty sa potowami rownolegtobokow, z kto-
remi réwne podstawy i réwne wysokosci majg, przeto rownolegtoboki, ktdre
jednakie podstawy z tréjkatami, ale tylko potowy ich wysokosci maja, sa
sobie réwne. Potrzebujemy wiec tylko na jednym boku trojkata, ktory uwa-
zamy za podstawe nakre$li¢ prostokat, ktérego wysoko$¢ réwna bedzie po-
towie wysokosci tréjkata.

Uwaga, Gdybysmy tréjkat zamieni¢ mieli na romboid nie na prostokat, to trzebaby
tylko nad jednym z bokéw tréjkata nakres$lic romboid, ktéryby obejmowat dany kat i potowe
wysokosci.

8. 167.
Twierdzenie Pythagoras’a.*) W kazdym tréjkacie prostokatnym, kwa-
drat z przeciwprostokatni jest réwny sumie kwadratéw z dwoch przyprosto-
katni.

*) Grecki uczony, zyjacy okoto r. 540 przed narodzeniem Chrystusa.
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Fig. 89 a. Zalozenie. Tréjkat ABC niecli bedzie prostokgtnym o kacie
prostym C. CN i CM sg nakreslone przedtuzenia odpowiednich przyprosto-
katni. Nakre$lmy na przeciwprostokagtni AB kwadrat BD a na przy-
prostokatniach AC i BC kwadraty AN i BM.

Twierdzenie. Kwadrat ABEI) z przeciwprostokatni AB jest tak wielki
jak razem oba kwadraty ACNP i CBFM, ktére na przyprostokatniach na-
kreSlone zostaty.

Dowdd. 7, C prowadzmy prostopadta CO na przeciwprostokgtuiag AB
i przedtuzmy jg az do i?, ta bedzie do DE prostopadtg, bo CH i BE sg
prostopadie do AB, przeto podiug twierdzenia: wszystkie prostopadte do je-
dnej prostej sa do siebie roéwnolegte,
GE | BE a poniewaz trzy katy przy G.B
i E sa proste, przeto kat GHE musi by¢
prostym. Kwadrat ABED bedzie przeto
na dwa prostokaty AGHD i BGHE po-
dzielonym: Poprowadzmy nastepnie jesz-
cze CD i PB. Mamy przeto w obu tréj-
katach CAD i PAB bok CA— PA (jako
boki kwadratu) i AD= AB (dla tej samej
przyczyny); dalej kat CAD =<£ BAB (bo
kazdy z nich sklada sie z kata prostego
i kata CAB), przeto trojkaty CAD i PAB
przystajg do siebie podiug 2. przypadku
przystawania. Lecz trojkgt CAD ma
z prostokgtem AGHD wspdlng podstawe
AD i lezy pomiedzy réwnolegtemi AD i CE.
przeto jest jego potowg. Tak samo troj-
kat PAB ma z kwadratem ACNP wspol-
ng podstawe PA i lezy pomiedzy réwno-
legtemi PA i NB, zatem jest potowg kwadratu ACNP. Prostokagt AGHD
i kwadrat ACNP muszg przeto by¢ sobie réwne; bo ich polowy sa sobie
rowne. Tak samo dowodzimy, ze prostokat BGHE réwny jest kwadratowi
BCME. Z tego wyptywa, ze kwadrat ABED (tj. suma obu prostokgtow
AGHD i BGHE) jest tak wielka jak razem oba kwadraty ACNP i BCMF.

Uwaga. Luny spos6b dowodu mozna przeprowadzi¢ dwoma stosunkowemi
réwnaniami, ktére w dowodzie drugiego twierdzenia 8. 230 (fig. 110) sg umiesz-
czone.

Sposob dowodzenia. Tréjkat rnnP jest przy n prostokgtny, nsl mP.

mP:mn= mn:ms
mP:Pn = Pn: Ps

Fi". 89 a

mP.ms
mP.Ps Pn

dodane oba réwnania

mP.ins§4mP.Ps— mn -j-P
mP.(ms Pys) ::WZ-)-P__n
mP.m P = mn --Pn

mP —mu -j-Pn

s. 168
Zagadnienie. Nakresli¢ kwadrat, réwny sumie danych dwoch kwadratow.
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Rozwigzanie. Poniewaz suma kwadratéw z przyprostokatni rowna sie
kwadratowi z przeciwprostokatniej, potrzebujemy przeto tylko boki danych
kwadratéw potgczy¢ z sobg pod katem prostym, a przeciwprostokatnia ztad
powstata bedzie bokiem owego kwadratu, ktéry bedzie réwny danym, a na.
kreSlony na niej kwadrat bedzie zadanym kwadratem.

8. 169.

Zagadnienie. Nakresli¢ kwadrat, réwny réznicy danycli dwoch kwadratow.

Rozwigzanie. Poniewaz suma kwadratéw z przyprostokatni réwna jest
kwadratowi z przeciwprostokatniej przeto kwadrat z jednej przyprostokatni,
rowny byé musi réznicy kwadratéw z przeciwprostokatni¢j i kwadratu z dru-
giej przyprostokatni; potrzeba wiec tylko bok wiekszego danego kwadratu
uwaza¢ za przeciwprostokatuie prostokgtnego trojkata, aby trojkat prosto-
katny nakresli¢, przeciwprostokatuie czynimy roéwng bokowi wiekszego kwa-
dratu a jedne przyprostokatnie rowng bokowi mniejszego kwadratu, to druga
przyprostokatnia jest bokiem kwadratu, ktory réwny bedzie roznicy tych
dwéch danych.

§ HO.

Zagadnienie. Fig. 90. Nieregularng granice ACDJH (prosto-tamana linig)
kawatkéw B i B' zamieni¢ na linije prostg tak, aby Bi B' pozostaty w swej
powierzchni niezmienione.

Rozwigzanie. £.gcze A z L5 otrzymam tréjkat ACD, ten zamieniam na
trojkat, ktoryby miat wierzchotek na FG. Do AD prowadze z C réwnole-
gta CF, ktéora GF w F przetnie, to musi ADC = ADF wypa$¢, przeto wyj-
dzie na jedno, czy do B' trdjkat ACD czy tez AFD nalezy, a przezto za-
miast granicy ACD otrzymamy granice FD. taczymy F z J. Zamieniwszy
tréjkat FDJ na taki, ktoregoby bok lezat w GF., to poprowadziwszy przez D
rownolegta do FJ, ta przetnie GF\\ F, zatem GFJ= DFJ; czy przeto DF.J
czy tez GFJ do B nalezy wyjdzie na jedno, zatem mamy zamiast granicy
ACDJ, granice 6r.T, lub zamiast ACDJH mamy GJH. Potgczmy G zH i po-
prowadzmy do Gil réwnolegtg JK, ktéra HK w K przetnie, to GJH— GHK:
zatem GK jest zgdang prostolinijng granicg pomiedzy B i B'.

Podziat figur.

8. 171

Zagadnienie. Fig. 91. Trojkat ABC podzieli¢ za pomoca linii podziatu,
przechodzacej przez punkt koncowy B na 2 czesci, ktéreby byly do siebie
w stosunku jak 6:4.

Rozwiazanie. Jezeli B4 jest szukana linig podziatu, to trdjkaty A 134
i B4C, ktore te samg wysoko$¢ majg, beda sie miaty do siebie jak podsta-
wy; jezeli \AB4:/\B4C = 3:4-, to dosy¢ bedzie AC na 2 kawatki A4 i 4C
podzieli¢, ktéreby miaty sie do siebie jak 3.4; nastepnie tgczymy punkt po-
dziatu 4 z B, a zadanie bgdzie rozwigzane.

8. 172.
Zagadnienie. Fig. 91 a. W danym trojkacie ABC wynalez¢ punkt O tak,
aby linije tgczace go z wierzchotkami trdjkata dzielity go na 3 rowne czesci.
Rozwiazenie. Dowolny bok, tu np. AC, dzielimy na trzy réwne czesci
i prowadzimy z1 doAB i z2 doCB réwnolegte, te przetng sie w zgdanym
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punkcie O; potaczywszy O z A, B i C prostemi, to ¢(\ABO = [\[\OC=
A coB= A Dla przekonania sie o rzetelnosci poprowadzmy 1, B i 2, B;

NABO=/\AB1, bo oba majg AB za podstawe i te sama wysokos¢; tak
NQBO—ICB2 zatem tez /A ACO =/\IB2.

Lecz tréojkaty AB1, 1B2, SBC sg miedzy sobg réwne i kazdy z nich
wynosi */s'/AABC, zatem i trojkaty A06’, BOB, BCLt muszg by¢ sobie rowne
co do powierzchni i kazdy z nich wynosi takze 1z/\ABC™*

Fig. 91 a. Fig. 91 b.

§ 173.

Zagadnienie. Fig. 91 1. Trojkat ACB podzieli¢ liniami podziatu, ktore
przechodzg przez punkt P lezagcy na jednym z bokdéw, na pie¢ roéwnych
czesci.

Rozwiazanie. Dzielimy BC na pie¢ réwnych czesci, tgczymy P z A,
a przez kazdy punkt podziatu prostej CB, tj. przez a, b, ¢c'i d kreslimy do
PA roéwnolegte aD, bE, cF i AZ?, jezeli te nie przecinajg prostej AC, to prze-
tng AB w E, F, U.

Potagczywszy punkt P z punktami D, E,P)H prostemi PD, PE itd., to
ABHP= AFHP= AEFP= czworobokowi ZMBB= A CDP= I/bABC.

Uzasadnienie. Wyobrazmy sobie punkta podziatu a, b, ¢, d potgczone z wierzchotkiem
trojkata A liniami prostemi, to /\A B d = /\ Acd= ¢(\Abe = ;\Aab = /\AaC ; bomajg réwne
podstawy i réwne wysokosci.

1. A AHd= A HPd, bo maja Ud za wspélna podstawe i réwne wysokosci,
__A Blld=.A BHd

A ABd - A BHP aponiewaz Bd-.BC— 1:5, przeto /\BIIP = ACB.

2. A AFc= (AFPe, bo majg Fe za wsp6lng podstawe i réwne wysokosci,
A BFc= A BFc

/\ ABe= A BFP a poniewaz Bc:BC= 2:5, przeto A BFP — .ABC.

3. A AEi= A bo iii jest wspdlng podstawa i majag réwne wysokosci,
A BEb = A 5-ES

A ABb= A BFP a poniewaz BE-.BC — 3\ 5, przeto A BEP = 35.ABC.

4. A AEP= A zIPi, ponewaz zIP jest ich wspdlng podstawg i jednakie wysokosci maja.
INADP=AAPa

AEPD — A Aab= *5A 4PC, zatem

5. ABEP-\-AEPB— AABa Inb ABPD — A APa aponiewaz Pa:BO=4:5 przeto ABPD—
YSAABC.

6. A 1/0'= A JPtP. bo iia jest wspdlne i majag réwne wysokosci,
A Oli«k = A 00<»

A ACa= A BPC a poniewaz CVzCB=1:5, przeto A DPO— '/5Z\ABC'; z tego wynika
rownos$¢ powierzchni BHP, FUP, BFP, DAEP, CDP z ktorych
kazda réowna sie '/'s A ABC.

9



66

Zastosowanie.

Zagadnienie. Podzieli¢ rownolegtobok z jego punktéw przekatni na n
réwnych czesci tak, aby jego przekatnia byta linijg podziatu.

Rozwigzanie. W jednej potowie réwnolegtoboku tj. w trdjkacie kreslimy
rowne czesci podtug poprzedniego i w ten sam sposéb wykonywamy kon-
strukcyg w drugiej potowie réwnolegtoboku.

§. 174.

Do konstrukcyj przy koncu wymienionych potrzebna jest znajomos$¢ na-
stepujacego

Twierdzenia. Powierzchnie podobnych tréjkatéw sg do siebie w stosunku
kwadratow dwoch odpowiednich bolcow.

Zatozenie. Figury 98 199. EABC~/\A'E'D".

Twierdzenie. AABC:AA’ ET)lJ—~BC~ *RE1-

e st UZ%awenle \/Wobrazrry e % i h,, odponiedhich trojlgtov

-hry—if:%{?t zaten gdy cbie strony  rownania |oonmzynyprzezé“jJ o

BC BC y leczh .BC=2. AABCIli, .E'D'—2. AA'E'l)", zatem podzieliv
h, E'D*
szy licznik i manomk ularrka przez 2 bedzie:
AABC _ HC

;, lub NABC:/\A'E'D'= BC :E'D*

AAE'D" E'D'

Uwaga. Twierdzenie: Powierzchnie podobnych wielokatow sg do siebie
w stosunku kwadratéw z dwoch odpowiednich bokéw, mozna tez tatwo dowiesc,
gdy zwazymy, ze podobne wieloboki z dwdch odpowiednich punktow wierzchot-
kowych na jednako lezace podobne trojkaty roztozyé dadzg itp.

8. 175.

Zagadnienie. Fig. 91 c. Dany jest trojkat ABC; mamy odcia¢ od niego
poprzeczng réwnolegtg do jednego z bokéw kawatek, ktéregoby powierzchnia
miata sie do trdjkata AZ?(7jak 1:5.

Rozwiazanie. Aby z tréjkata ABC odcig¢ trojkat, ktéregoby nowy bok

md || AB, a ktoryby tak sie miat do
ABC jak 1:5, dzielimy jeden zin-
nych bokéw, np. AC w stosunku
1:5, t. j. aC:CA= 1:5; nad AC
jako S$rednicy zataczamy potkole,
w punkcie podziatu a wyprowadza-
my do AC prostopadig af, kresli-
my cieciwe Cf i przenosimy z C
jej dlugos¢ jako Cm na AC (to
odbedzie sie za pomocag tuku
fm); z punktu m prowadzimy
B prostaq md | AB, a ta pierwsza
jest owag szukang linijg podziatu.

L A Cmd Ccm?2 .
Dowod. Poniewez A Cmd A ABC, przeto--————- ~ podiug  powyZszeo

AABC CA
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2 *
¢\Cnid Tm <t Ca.CA Ca
twierdzenia 8 174 do Figur 98 i 99)------------- . = »— i ™ o
&ABC CA CA CA CA

Whniosek. Z tego wynika postepowanie, jak podzieli¢ tréjkat na n réwnych czesci.

8 176.

Zagadnienie. Fig. 91 c. Za pomoca poprzecznych réwnolegltych do AB
podzieli¢ tréjkat ABC na pie¢ rownych czesci.

Rozwigzanie. Prosta AC dzielimy na 5 réwnych czesci, w punktach
a,b,c...; na AC jako S$rednicy zataczamy pdtkole, z punktdéw «, b, c... wy-
prowadzamy prostopadte af i, ch..., z punktu C cieciwami Cf, Cg, OJ itd.
jako promieniami, zataczamy tuki przecinajgce AG w m, n, r i s, przez m,
n, ris, prowadzimy do AB roéwnolegte md, nk, rl i sp, to otrzymamy

/INACB, /\Cnk— 2i/\ACB, ACrl= %A ACB, ACsp=
4aA ACB; zatem A Cmd = mdkn = nlclr= rilsp = spBA= *5A ACB.

Dowéd. Poniewez A Cmd~ A ABC, przeto

/\Cmd Cm* Cf* _ CaCA _ Ca _ i o

- = -—— = —; tak samo poniewaz

AABC CAl AcC* AC AC

A ckn-VA ABC, przeto

A Ckn @) g _ CLAC _ Cb
A ABC AC* Tc1 AC AC

z czego wynika, poniewaz A\Cmd

przeto:

—ié—g—[—l—: Lt o CeAc | Gl i; z czego wynika, poniewaZz AC nk

A ABC Jic CA AC CA 5
byt % /\ABC, przeto itrapez nkir jest 5czesécig (\ABC. Nareszcie poniewaz ¢\Csp~ & ABC

zatem :

AcCgp _ C _ Ci _ CuAC _ Cu _ 4.
A = e = - = S 2= - = — 7 czego znowu wynika,” pome-

A ABC z01 AC AC AC
waz A Crl jest 35 czeSci A ABC, Zze takze trapez rlps jest *s czeScia A ABC, w ten sam spo-

sb trapez spBa jest '/- czeScig A ABC. Zatem:
Cdm = mdkn = nklr = rlps = spBA = A ABC.

177.

Zagadnienie. Fig. 91 d. Przez punkt 0 lezacy wewnatrz [\BAC podzie-
li¢ trojkat na dwie czesci, ktdreby sie miaty do siebie jak 4 :6.

Rozwigzanie. W ogo6le potrzebne beda dwie linije graniczne, przecho-
dzace przez dany punkt, z ktorych jedna jest do-
wolng. Przyjmijmy najpierw, ze jedna linya gra-
niczna przechodzi przez jeden wierzchotek troj-
kata. Poprowadzmy AO azadang bedzie taka pro-
sta OF, aby tigura ABFO miata sie do AOFC
jak 4:3. Jezeli prosta BC podzielimy tak, aby
BE:EC=4:3, to bedzie /ABAE: & EAC=4:3,
zatem A EAC= 3J7BAC (poditug fig. 91); zatem
figura AOFC musi by¢ rowna A AEC, Ilub gdy
obustronnie odejmiemy trojkat FAC\ to A EAF =
A OAF, aby jednak to mozebnem byto musi OE || do AF by¢, przezco za-
gadnienie to rozwigzanem zostanie.

Podzielimy mianowicie BC w E w stosunku 4:3, 0 polgczymy z 7?2,
poprowadzimy przez A prostg AF | do OE, za$ 0 polaczymy z F. Przy tern
wykresleniu wydarzy¢ sie moze, ze punkt wypadnie zewnatrz tréjkata.

Uzasadnienie polega na rozwigzaniu.

Fig. 91 d.
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§. 178.

Zagadnienie. Fig. 91 f. Dany jest réwnolegtobok BADC, mamy go po-
dzieli¢ z punktu O lezgcego wewnatrz niego na 3 réwne czesci.

Rozwigzanie. Dany rownolegtobok dzielimy za pomocg réwnolegtych

EH, FG na 3 réwne czesci. Trzecig cze$¢ ADILE tego réwnolegtoboku za-

mieniamy na pieciokagt AEOJD, to ten bedzie rowny USABCD. Nastepnie

Fig. 91 f. zamieniamy pozostaty pieciokat

K EBCJO na trojkat JOL, ktorego

podstawa z podstawg DC zchodzi

sie, a ktorego wierzchotek Ojest

danym punktem. Dzielimy trdj-

kat JOL na dwie roéwne czesci

JON i NOLj z punktu podziatu

N prowadzimy do OC réwnole-

gta MN, to otrzymamy na CB

punkt graniczny M, ktéry z O linija graniczng MO tgczymy, a czworobok
JOMC= V3ABCD, zatem i czworobok EBMO = 1sABCD.

Uwaga. Z tego widzimy, ze w podobny sposdéb mozna rézne prostolinijne
figury na réwne lub stosunkowe czesci dzielié.

§. 179.

Zagadnienie. Fig. 91 g. Dany jest kwadrat ABCD, nakresli¢ kwadraty,
ktéreby byty 13 i 23 czeScig danego kwadratu.

Rozwigzanie. Jeden bok np. AD, dzielimy na 3 réwne cze$pi, to jest na

Fig. 91 g. tyle réwnych czesci, ile mianownik tych utamkéw
\ jednostek zawiera; na AD zataczamy potkole, pro-
/e > wadzimy DB (tréjkat ABD dzielimy podobnie jak
iy am7F przy rozwigzaniu Fig. 91 c), wyprowadzamy z 1i 2

do DA prostopadte, z punktu D zataczamy promie-
niami Db, Da tuki, naznaczamy f i ¢ na DA, Kkre-

1 1 slimy cg, fh rownolegte do AB a z gih rownolegte
Xsv 7 i i c gl, hk do CB. Kwadrat fhkD jest = <,ABCD,
" * ot cglD = 23ABCD.

Whniosek. D fhk — klgcfh — ICBAcg = *3ABCD.

§. 180.
Zagadnienie. Powierzchnie dwoch podobnych figur majg sie do siebie
jak 7:15; w jakim stosunku sg ich jednakie wymiary?
Rozwigzanie. jAT cjrib
2-6457513:3-8729833
czyli prawie jak 13:19.

O nowej i starej miarze dbugosci.

§ 181.
Okreslenia, wyjasnienia i tablice przemian.

W cesarsko austryackiem panstwie jest podstawg prawnych miar i wag
metr, réwnajacy sie 10cio milionowej czesci cwiartki okregu kota (czwarta czesé
potudnika) ziemi, przechodzacego przez paryskie obserwatorium, réwnajacy sie
3-163749 stép wied. lub bardzo blisko dtugosci wachadta sekundowego. Metr (m)
dzieli sie podtug systemu dziesietnego; przytem jest jeden decymetr ("m) = 1j0
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metra, jeden centymetr (av) = Y100 metra, jeden milimetr (mm) = #iooco metra;
jeden dekametr (Dm) = 10 metréw, jeden hektometr (Hm) = 100 metréw, jeden
kilometr (Km = 1000 metrow, jeden Myryametr (Mh) = 10000 metréw (lieue).
Ar ma 100 metrow kwadratowych, Hektar ma 10000 metréw kwadrat, itd.

Przedtem uzywang byla za jednostke miar pewna oznaczona dtugosc
zwana sgzniem wiedenskim, ktorg (°) oznaczano. Szdsta cze$¢ sgznia zowie
. sie stopg" ("), dwunasta czg$¢ stopy calem ('), ktéry znowu na 12 linij (*")
a linia na 12 punktéw (N dzielono. Zatem 1°= 6' = 72" 864" =
10368 IV=...; 1'= 12" = 144" = 1728IV; 1" = 12'"= 1441V; 1" = 12IV.
Podziat sgznia na jego mniejsze czeSci zowie sie miarg dwunastna.
Do pewnych praktycznych rysunkéw dzielono sgzen na 10 czesci, stopy, te
na 10 cali, cal na 10 linij itd.; zatem 1°= 10stép = 100 calom == 1000 li-
niom. Ten sposob podziatu zowie sie dziesietnym. Piszac oznaczamy podziat
dziesietny przez dc. (decem), dwunastny za$ przez ddc. (duodecem). Chcac miare
dwunastng zamieni¢ na dziesietng, lub odwrotnie, wyrazamy w pierwszym
wypadku stopy, cale, linie itp., w czeSciach dziesietnych saznia, a w dru-
gim wypadku czesci dziesietne sgznia na stopy, cale itp. zamieniamy. _
Nastepujgce' tablice, zawierajace stare i nowe miary, ktérych uzycie nie
potrzebuje blizszego objasnienia, ulatwiajg robote przemiany i konstrukcyi.

Tablice do przemiany.
I. Przemiana miary dwunastnej na dziesietng.

ddc o . ddc . . centy- ddc . o .
StOp sazni metrow cali sazni metrow Iinij sgzni milime trow
[ 1666667  0-3160806 1 m0138889  2-634005 1  +0011574  2-195004
2 3333333  0-6321612 2 0277778 5-268010 2  m0023148  4-390008
3 «5000000  0-9482418 3 0416667  7-902015 3  +0034722  6-585012
4 6666667 1-2643224 4 0555556  10-536020 4  +0046296  8-780016
5 8333333  1-5804030 5 0694444 13-170025 5  +0057870  10-975020
>  1-0000000  1-8964836 6  +0833333 15-804030 6  °+0069444  13-170024
7 1-1666667  2-2125642 7 +0972222 18-438035 7  m0081019  15-365028
8 1-3333333  2-5286448 | 8 1111111 21-072040 8  <0092593  17-560032
9 1-5000000  2-8447254 9  +1250000 23-706045 9 0104167  19-755036
10 1G6GGGG7  3-160806 10  +1388889 26-340050 10  <0115741  21-950040
n 1-8333333  3-4768866 11  +1527778 28-974055 11 0127315 24-145044
12 20000000 37929672 12 +1666667 31-608060 12 0138889  26-340050
Il. Przemiana miary dziesietnej na dwunastna.
:
; ; 2, 2
2 rr(ljldacr.a metr 3 rggicr.a Cr?ng?r/- 2 E milimetr 3 E i milimetr
N ~Slu N (&} S| (&)
g & 5 B g €|
O+ 0'7" 2-4™ 0-1896484 0-Oi 0" 8-64™ 1-896484 0-00i 0-86 1-896484 0-0001 0-09 0-1896484
02 I'2" 48,/ 0-3792968 0-02 1" 5-28™ 3-792968 :0-002 1-73 3792968 0-0002 0-17 0-3792968
0-3 1'9" 7-2" 0-5689452 0-03 2" 1-92™ 5-689452 0-003 2-59 5-689452 0-0003 0-26 0-5689452
0-4 2'4" 9-6™ 0-7585936 0-04 2" 10-56™ 7-585936 0004 3-46 7-585936 00004 0-35 0-7585593
05 30" 00" 0-9482420 005 3" 7-20™ 9-482420 1-005 4-32 9-482420 00005 0-43 0-9482420
06 3'7"2-4" 1-1378904 0-06 4" 3-84/" 11-378904 0006 5-18 11-378904 0-0006 0-52 1-1378904
0-7 4'2" 4-8™ 1-3275388 0-07 5" 0-48™ 13-275388 0-007 6-05 13-275388 0-0007 0-60 1-3275388
0-8 4'9" 72" 15171872 0-08 5" 9-12™ 15-171872 0-008 6-91 15-171872 0-0008 0-69 1-5171872
09 5'4" 9-2 1-7068356 0-09 6" 5-76™ 17-068356 0-009 7-78 17-068356 0-0009 0-78 1-7068356
10 6'0" 00" 1.8964836 0-10 7" 2-40™ 18-96484 j0-010 8-64 18-96484 0-0010 0-86 1-8964836
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W Panstwie niemieckiem uzywana byta miara krajow nadrenskich
i miara pruska, podtug ktérej dwanascie stop jeden pret stanowito. Podziaty
od stopy na dot sg takie jak poprzednio podano, miara ta zowie sie rze-
mieslniczg (Werkmass), zatem 1°= 12' = 144" = 1728'"" = .... Obecnie miary
metryczne i ciezary sg w cesarstwie niemieckiem WwT powszeebnem uzyciu.
Jezeli liczby pod rubryka ,,sazni“ w tablicy |. podzielimy przez 2, a liczby
pod nagtéwkiem ,,ddcll w tablicy Il. pomnozymy przez 2, to tablice w ten
sposéb otrzymane stuzy¢é moga zarazem do miar renskich.

Francya uzywa takze miary dwunastnej (miara staro-francuska) i miary
dziesietnej (nowa francuska miara czyli miara metrowa). Sazen francuski zo-
wie sie Toise, i dzielg go na mniejsze czesci, tak jak sgzen wiedenski, az
do linii, ktorg na 10 punktéw dzielg, zatem P = 6'= 72" = 864" = 8640,

Aby rézne miary dlugosci poréwna¢ z sobg mozna, wyrazamy te
miary jedng i tg samg jednostka. Liczby, ktdre dtugos¢ (wielkos$¢) rozmaitych
miar jedng i tg samg jednostkg miary wyrazamy, zowig sie liczbami stosun-
kowemi pojedynczych miar.

1 austr. stopa czyli lfe sagznia = 12*000 cali wJed.
1 angielska stopa czyli ¥Y3Yard = 11*572 ,,

1 pruska stopa czyli “/i2 Prtda = H ‘914 , »

1 paryska stopa czyli '/6toise = 12*331 ,,

I metra i = 37-9%1 ,

1 milimetr ..o, = 0-037961 ,, lubwprzybliz. = 0*038.
1 pruski pret... s =  3*766 metra.

Liczby po prawej stronie stojace przedstawiajg nam wielko$¢ pojedynczych miar.

O miarze rysunkowej.

8. 182.

Okreslenia. Jezeli wymiary dtugosci ograniczonej figury mamy na rysu-
nek przenies¢ w wielkos$ci nierzeczywistej , ale tylko oznaczone stosunkowe
,czesci kazdej z tych pojedynczych dtugosci, to otrzymamy, zatozywszy réwnosé
katéw, tak zwany obraz pomniejszony (pomniejszong podobng figure) owej
figury. Wymiaryjej zowiemy pomniejszonemi miarami danego oryginatu. Dtu-
gos¢, w ktorej, przy takim pomniejszonym rysunku, wielko$¢ rzeczywistego
sgznia (lub metra) przedstawig sie, zowiemy pomniejszonym sgzniem, wzgle-
dnie pomniejszonym metrem; tak samo pomniejszone stopy, pomniejszone
cale, wzglednie pomniejszone decymetry, centymetry i t. d. Liczba podajgca
jaka czescig jest kazda linija rysunku odpowiednidj linii w rzeczywistosci,
zowie sie stosunkiem pomniejszenia.

1. Jezeli np. zamiast owej prostej tylko Vioo jej diugosci zostanie od-
cietg, to stosunek pomniejszenia = 7ioo> i w tym razie prosta (odlegtos¢),
ktéra jest w rzeczywistosci jeden metr diuga, w rysunku jeden centymetr
wynosi, lub krétko méwigc, zmniejszony metr jest jeden centymetr dtugi, lub
podtug przyjetego od praktykéw sposobu wymawiania jeden centymetr réwna
sie zmniejszonemu metrowi.

2. Jezeli np. zamiast kazdej prostej tylko /72 jej dtugosci przeniesiemy,
to stosunek zmniejszenia = 172, a w tym wypadku prosta, ktéra w rzeczy-
wistosci sgzen jest diuga, w rysunku jeden cal wynosi, lub krétko moéwiac,
zmniejszony sgazen réwna sie jednemu calowi, lub jak zwykle: jeden cal ro-
wna sie zmniejszonemu sgzniowi.

\Y
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Kreslenie podziatek.

§. 183.

Zagadnienie. Tab. 1lI, Fig. 92. Nakre$li¢ podzialke, na ktdrejby saznie,
stopy i cale odmierza¢ byto mozna, przyczém aby w rysunku zmniejszony
sgzen wiedenski rownat sie 7a wiedenskiego cala.

Rozwigzanie. Prowadzi sie prosta, odcina sie¢ na niej np. pie¢ razy po
pot cala, to jeden po6t cal przedstawia¢ bedzie jeden sgzenh; pot cal lezacy
po lewéj stronie dzieli sie na sze$¢ rownych czesci, a jedna taka czastka
np. mn przedstawia zmniejszong stope, Potowe stopy dzielimy na trzy réwne
czesci, to na kazda taka czastke wypada 2 cale, ktore cyrklem takze od-
mierzone by¢ moga* Prowadzimy do$¢ diugie linije podziatu, prostopadle do
blisko siebie nakreslonych réwnolegtych; linije te powinny przechodzi¢ do-
ktadnie przez punkta podziatu. Od 0 w prawo oznaczamy Czesci przez 1, 2,
3, 4 wied. saznie, a w lewo liczbami 1, 2, 3, 4, 5, 6 w. stopy.

Uivaga. Wyciagajac tuszem, wyciaga sie jak najcieniej najpierw linije po-
dziatu, nastepnie poziomo podzielong prosta. Spodnig rownolegta wycigga sie zwy-
kle O wiele grubiej, przez to ozdabia sie podzialke. Poniewaz najwieksze btedy
zdarzajg sie przy wycigganiu, przeto nalezy przytém zachowal najwiekszg sta-
ranno$¢. Pomniejszona podzialka jest dla geometry (miernika) do wymierzania
prostych na papierze tm samem, co rzeczywista podzialka na polu, jest nadzwy-
czaj waznym przyrzadem, i bardzo wiele na tém zalezy, aby jej podziat byt do-
ktadny. Najlepsze podziatki sg te, ktdre mechanicy na mosigdzu lub pakfongu
maszyng do dzielenia wykonali, ale bardzo czesto wymaga sie od rysujgcego wy-
konania rozmaitych, celowi odpowiadajgcych, podziatek. Uzycie zmniejszonéj po-
dziatki polega na tém, ze za pomoca niéj 1) nietylko linije dan¢j diugosci na
papier przenosimy, ale takze 2) linije na papierze mierzymy. Pierwsze odbywa
sie, gdy dang miare cyrklem na podziatce odmierzamy i na papier przenosimy,
drugie za$ uskutecznia sie, gdy linije, ktorg mamy odmierza¢, obejmiemy cyr-
klem i na podzialke przenosimy.

8. 184.

Zagadnienie. Fig. 93. Nakre$li¢ podzialke dziesietng, na ktorejby saznie
i dziesietne czesSci sgznia odmierzaé¢ byto mozna. Zmniejszony wied. sazen
niechaj pét cala wynosi.

Rozwiagzanie. Prowadzi sie prostg, przenosi si¢ na nig np. pie¢ réwnych
czesci, z ktorychby jednak kazda byta polowa cala; dzieli sie pierwsza czesé
lezaca po lewej stronie na 10 rdwnych czesci, to taka jedna mata czes$¢ przed-
stawia 2i0 sgznia. Np. mn = 210 w. sgznia, rm = 3Jio w. sgznia, rn = §'iu
wied. saznia.

§. 185.
Zagadnienie. Fig. 94. Nakre$li¢c podzialke, na ktorejby stopy, cale i li-
nije odmierzyé mozna. Jedna zmniejszona stopa = Ij2 w. cala.

Rozwigzanie. Przenosi sie¢ na prostg np. 4 réwne czesci, a kazda z tych
czesSci rowna sie i/i cala, taka cze$¢ jest zmniejszong w. stopa. Stope dzieli
sie na 12 réwnych czesci i wyprowadza z punktéw podzialu do podzielonej
stopy prostopadte linije podziatu. Tém wykres$leniem mozna stopy i cale od-
mierza¢. Aby i linije odmierzy¢ bylo mozna, przenosi sie w gore az do a
na pionowa linije podziatu (12), ktdra przechodzi przez ostatni punkt gra-
niczny, zmniejszony cal, taczy sie a z punktem przeciecia sie linii podzielo-
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nej z linijg dzielacg (0) prosta, to na Id pomiedzy uko$ng a poziomag prostg
zawartg bedzie linija, na prostopadiej 3g, pomiedzy uko$ng a poziomg pro-
stg 3 linije, zas na 9n jest dziewie¢ zmniejszonych linij, ktore cyrklem do-
ktadnie odmierzy¢ mozna.

§. 186.

Zagadnienie. Fig. 95. Nakresli¢ podziatke dwunastng, na ktérejby stopy,#
cale i linije odmierzy¢ mozna. Zmniejszona stopa — Va w. cala.

Rozwigzanie. Kreslimy kat prosty, ktorego poziome ramie jest od pro-
stopadtego dtuzsze, z punktu 12 przenosimy na prawo 4 potowy cala. Ozna-
czamy punkta w 0, 1, 2, 3 i wyprowadzamy do podzielonej linii w puDktach
podziatu prostopadte. Z punktu 3 prostopadiej b i z 12 prostopadtej g prze-
nosimy dowolng diugo$é dwanascie razy i tgczymy na prostopadtych réwno-
lezace punkta podziatu prostemi, ktére w skutek doktadnego rysunku do 12, 3
réwnolegte leze¢ musza, np.gb | 12,3. Dzielimy zmniejszong stope o0l2 i dolng
trzynastg réwnolegle nakre$lona pomniejszong stope na 12 réwnych czesci,
i prowadzimy skos$ne poprzeczne. Oznaczamy z ow lewo cale, a w prawo stopy.
Wstawiwszy cyrkiel w a i otworzywszy go az dod, to ta rozwarto$¢ obejmie
3 stopy, 5 cali, 1 linije. W fe na gb mozna 3 linije odmierzy¢; od b do c
mozna 3 stopy odmierzy¢; od b do/ odmierzymy 3 stopy i 3 linije; od g
do/ odmierzy sie 11 cali, 9 linij.

Uzasadnienie. Wyptywa z twierdzenia. Gdy dwa promienie dwoma réwnolegtemi poprze-
cznemi zostang przeciete, to stosunek odcinkéw obu poprzecznych réwny bedzie stosunkowi od-
cinkéw kazdego promienia.

Zatozenie. Fig 98 AB i AC sg oba promienie przeciete réwnolegtemi poprzccznemi
ED i BC.

Twierdzenie. BC :ED = AB :AE = AC:AD.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia: ,,gdy dwa promienie dwoma réwnolegtemi poprzecznemi
przetniemy, to stosunek dwoéch odcinkéw jednego promienia réwny jest stosunkowi odpowiednich
odcinkéw promienia drugiego®;

AB (AE = AC:IAD s (2).

Wyobrazmy sobie z punktu D réwmolegta do AB tak daleko poprowadzong az BC pa-
dnie w i1 te réwnolegty nazwijmy DE i uwazajmy C jako punkt promieni, zatem DF i AB
jako poprzeczne, to podiug ostatniego twierdzenia takze BC:BF = AC : AD czyli poniewaz
BF = ED bedzie

BC iED = AC (A D siineeeeeeesnesiesnesenneens ),
zatem mamy z (1) i (2) réwnanie stosunkowe:
BC:ED — AB :AE = AC: AD.

Dodatek. Jezeli uczynimy AB = 6 czeéci, AE = 4 cz., to otrzymamy: BC :ED =
AC:AD = 6:4, zatem BC ma 6 réwnych czeéci i na ED wypadajg cztery takie réwne cze-
ci. Jezeli przeto BC wynosi sze$¢ zmniejszonych linij wiedenskich, to ED bedzie wynosi¢ 4 po-
mniejszone linije dtugosci.

Uwaga. Wyobrazmy sobie z fig. 95 kat foc wyjety i na kat 1iAC przenie-
siony tak, aby sie wierzchotki i ramiona przykrywaty, to uzasadnienie fatwiej po-
zna¢ bedzie mozna, ze pomiedzy ramionami of i oc od gory na dét na rownole-
glych poprzecznych kolejno jedne, dwiel trzy, cztery, pie¢, sze$é, siedem, osm,
dziewie¢, dziesie¢, jedenascie i dwanascie pomniejszych linij wiedenskich odmie-
rzy¢ mozna.

8. 187.

Zagadnienie. Fig. 96. Nakresli¢ tak zwang tysieczng podziatke (Trans-
versal-Massstab).

Rozwiazanie. Dtugos¢ sto razy wieksza od najmniejszej jednostki (tu je-
den centymetr i trzy milimetry réwne pomniejszonym 100 metrom) obejmujemy
w cyrkiel i przenosimy jg pie¢ razy po sobie, na wiekszej ptaszczyznie ry-
sunkowej tyle razy, ile razy potrzeba. Punkta podziatu 10, 0, 100, 200 —
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oznaczamy. W punktach 10, 0, 100, 200, 300, 400 wyprowadzamy prosto-
padte do poziomej 10, 400. Na pierwszg, prostopadtg w lewo z punktu 10 na
doét przenosimy 10 réwnych dowolnych czesci. Tak samo przenosimy z 400 na
dét na ag te same roéwne czesci. Jednako lezace punkta podzialu na ag po pra-
wej taczymy prostemi z jednako lezacemi punktami podziatu na prostopadiej
0, 10"po lewej, ktére do poziomej 10, 400 réwnolegte by¢ musza. Poziomg
odlegtos¢ 0, 10 jak rdéwniez tak samo lezgcg jedynasta rownolegtg dzielimy
na 10 réwnych czesci, i prowadzimy uko$ne poprzeczne, jak np. te w CO, is...
Dowdd przeprowadzamy w podobny sposéb jak w § 186.

Przyktady zdejmowania miary.

§. 188.

Objasnienie. Fig. 96. Na prostej a9 mozna odmierza¢ miary: od a do n
odmierzy¢ mozna 400metrow; odo do i w lewo na pierwszej poziomej 10 me-
trow, tak samo odmierzy¢ mozna od 1 do 2 i otrzymamy 10 metrow; od i do »
na poziomej a9 odmierzy¢ mozna 1 metr; od i do ¢ 90 metréw, odc do 9 od-
mierzymy 9 metréw. Na czwartej poziomej O, 7 odmierzy¢ mozna nastepujgce
miary: od O do x zmierzone cyrklem daje 203 metréw. Na 14 jest sm = 6m;
nag2 odg dot jest 428m; miara vl rowna sie 51m Jezeli na ptaszczyznie ry-
sunkow¢j odmierzy¢ mamy dang prostg, to jej dtugo$¢ obejmujemy w cyrkiel,
i tak otwartym cyrklem zblizamy sie prawie poziomo do ptaszczyzny podziatki,
wzdtuz jednej z prostopadtych, a mianowicie tak, aby drugi koniec wewnatrz
owego prostokata przypadt, w ktérym poprzeczne sie znajdujg. Nastepnie posu-
wamy ostroznie wzdtuz takiej pionowej na ddt, dopdki drugi koniec cyrkla nie
padnie na poprzeczng, a wtedy pionowa setki, poprzeczna dziesigtki, a po-
zioma jednostki daje. Jezeli drugi koniec cyrkla nie trafia poprzecznej dokia-
dnie w przecieciu sie z pozioma, to mozna warto$¢ posrednia pomiedzy
dwoma poziomemi oceni¢; najczesciej jednak wystarcza obra¢ najblizej le-
Z3cq pozioma.

Uzasadnienie. Takie samo jakie do fig. 95 przeprowadzono.

Uwaga. Jezeli w Fig. 96 odlegtos¢ od O do 100 przyjmiemy rowng po-
mniejszonemu decimetrowi, przedtuzymy 0, 400 tak daleko w prawo, aby jeszcze
od punktu 400 sze$¢ razy odlegtos¢ O, 100 przenies¢ mozna byto, to bedzie mo-
zna przez uzycie tycli czesciowych konstrukcyj odmierzaé i przenosi¢ z tej po-
dziatki metry, decymetry, centymetry i milimetry.

Cwiczenia w odmierzaniu miar i w oznaczaniu miary powierzchni
rozmaitych wielokatow.

8. 1809.
Figury 79 i 96. Odlegtos¢ od 0 do 100 = stu metrom.

Figura Czynniki
. lloczyny
sktada sig Podstawy Wysokosci
A abo OB = 116X o™ 4060
asco OB = nem 103»" 5974
A cbo OD = 200m 25m 2500
A ODF OD = 200ra 6im 6100

186340m = wielok. ABCDFO.
10



i
116 X 70
8120 : 2
4060Q™ — AABO.

Figury 80 i 9fl. Odlegtos¢ od 0 do 100 =

Figura
sklada sie
A fol
A FGO
A GHO
A HOJ
A JKO
A LOK
156 X >*
T2
6'24
115-44 :
57-72Qn  :AFO00.
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116 X 103
348
11948 : 2

~5974Qm = ABCO.

§.

Czyn liki
lloczyny
Podstawy Wysokosci
Fl. = 15%m 7*4m 57-72
FG = 15'4m 87m 66-99
OG = 108™ 4-1m 22-14
oT= Ii™ 5m 27-5
KJ = 1z4™ 72m 44-64
LO= o;™ 4-Ira 19-885
238-875[Jm = Wielok. FGHJIKL.
1. I1. V.
15-4 X 87 10-8 X 41 12-4 X 72
123-2 432 86-8
10-78 44-28 : 2 2-48
133-98 : 2 22-14A'P = AGHO. ~89-28 T2
“6fT990m = AFGO. 44-64[J™ = AJKO.
V.
97 X 41
88
39-77 : 2 = 19-885G™ =' A LOK.

1. V.
200 X 25 200 X 6]
5000 : 2 1200
2500Qm = /ACDO. 12200 : 2
6100Q™ = NODF.
190.

dziesie¢ metrow.

s. 191
Figury 81 i 9> Odlegto$¢ od 0 do 100 = stu metrom.
Figura Czynn ki |
. oczyny
sklada si Podstawy lub sumy ‘i
¢ réwnolegt. bokdw Wysokosci
Trpz. OCDI oc 4- ID = 231™ 40m 4620
., 1DF3 3F--ID= 23%™ 76m 8930
. 0oCB2 CO -- 2B = 114m 5Im 2907
. 3FG4 F3--G4= 1719® 3™ 2685
A AB2 26m 31m 403
AGH4 3im 92m 1426
W figurze 81 jest:
OC -s 8™, ID = 148m, 3F = 8™,
215 =r 31™, 02 = 51I™ A2 = 3™
G4 — 92™ H4 = 31 ™
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. 11 In1.
231 : 2 235 :2 114 : 2
1155 X 40 1175 X 76 57 X 51
4620Qm = Trpz. OCDI. 8225 285
705 2907Qm = Trpz. COB2.
8930Qm = Trpz. 1DF3.
V. V. VI.
179 : 2 26 X 37 92 X 31
895 X 30 78 276
2685—Jm = Trpz. 3FG4. 4030 m= NAB2 2852 : 2
1426Qm = AGHA4.
VII. VI
Trpz. OCB2 =  2907D»> Wielok. OCDI = 4620Gm
— A AB2 = — 403 , 1DF3 = 8930[Jm
2504Q]m = Wielok. CBAO. ,, OCDF3 =  13550Qm
,—CBAO = — 2504Am
»ABCDF3 = 11046Q™
., 3FG4 = 2685Qm
A GH4 = 1426Qm
15157Qra = Wielok. ABCDFGH.
8. 192.
Figury 82 i 90. Odlegto$¢ od 0 do 100 = stu metrom.
Czynu iki
. lloczyny
Rzedne WysSkosc
y = 4s\ 20 . II.
2/io= 82) 43 554 X 20
2 = 53 82 T1080
yoi = Z; ~125 X 10 1250
2/3 = (1l
Vi = 48 1250Qm T2330
2s = 51
ye = 61
7= 75 V.
2s = 85 1250
2s = 83 11080
1. 554 12330Qm= amolO.
Niech bedzie:
1.y —om, vy, =nl, y2= 12, y3=k3,
V4= H yt =go, ys= f6, y7= d7,
2s= 08, y9 —69, 0= alO.
2. ®= 01— 12= 23= 34= 45 = 56 =6,7=78= 89 = 9]10.
3. Wielokat abc............... mo 10—

(y + 210)

+ (o + Y+ s+ A+ s+ S+ 27+ AS + y») *e
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Podziatka stosunkowa.

§. 193.

Okreslenie. Stuzy do wyrazenia czeSci w najrozmaitszych formach utam-
kowych pomniejszonej jednostki linijnej.

§ 194.

Zagadnienie. Fig. 97, 97 « Nakres$lono jakikolwiek gzyms, ktdrego
wymiar wysoko$ci oznaczajg zewnetrzne poziome i pionowe, i moga byé uwa-
zane jako pomniejszne jednostki linijne; mamy zbadac jakiemi czeSciami sg
pojedyncze wystepy i wysokosci cztonkéw gzymsu wzgledem jednostki wy-
sokosci.

Rozwigzanie. Prowadzimy poziomg MN i wyprowadzamy do niej z do-
wolnie obranych punktéw 6 i 2 prostopadte RS 't 50. Nastepnie odmierza-
my wysoko$¢ danego gzymsu i przenosimy jg od NM z punktéow 2 i 6 na
dot, przezco otrzymamy punkta O, O; przez punkta O, O prowadzimy réwno-
legta AA' do NM. Prostopadta po prawej stronie bedgcg 02 potowimy
w 1 i przenosimy potowe 1,2 trzy razy do goéry nad"NAL Obierany do-
wolny punkt A' i taczymy go z punktami 1, 2, 3, 4 i 5 prostemi, ktdre
NM wn, p i s przecinajg, poczem wyprowadzamy z tych punktéw do NM
prostopadte nm, pr, st. Teraz mozna odmierzy¢ na nm trzecie czesci, na pr
czwarte a na st pigte czeSci. Na prostopadtej RS podzielmy jednostke 06
przeniesiong ponizej MN na sze$¢ réwnych czesci, ktére pojedynczo z 6 nad
NM do gory przenosimy, tak mamy 12, 18, 24 i 30 takich réwnych czesci.
Na poziomej AA' obierzmy dowolny punkt A i potgczmy go z wszystkiemi
punktami podziatu prostej RS, przezco powstang punkta przeciecia w/ ik etc.
Prowadzac z/ i k prostopadte do NM, to nafg siédme, za$ na kl dsme czesci
odmierza¢ bedzie mozna. Przez inne punkta podziatu prowadzimy dalsze pro-
stopadie na NM, a otrzymamy dziewigte, dziesigte, jedenaste itd. czesci. Chcac
wiedzie¢ jakg czescig jednostki wysokosci gzymsu jest poziomy wystep rowku
okapowego, bierzemy go w cyrkiel, konce cyrkla przenosimy na ptaszczyzne
podziatki pomiedzy nm w potozeniu pionowem i posuwamy cyrkiel tak diugo
w lewo, dopoOki oznaczonej czeSci miary nie obejmie, jak tu np. 16 itd.

Polega na twierdzeniu. Gdy w tréjkacie jeden bok na kilka réwnych czesSci podzielimy
i kazdy punkt podziatu potgczymy z przeciwlegtym wierzchotkiem, to kazda prosta poprowa-
gzpr;gnréwnolegle do tego boku w tréjkacie, bedzie przez to réwniez na tyle réwnych czesci po-
zZle .

anlozenie. W tréjkacie A'05 jest bok 05 na 5 réwnych czedci podzielony, A' punkt wierz-
'c:riloikowg/7 nieforemnego szeéciopromienia A'0, A'l, A'2, A'3, A'4, A'5, A'6, st|pr || nm {03

gura 97.

Twierdzenie, nm dostatecznie przedtuzone, pr dostatecznie przedtuzone i st bedg od pro-
mieni na 5 réwnych czesci podzielone.
Dowdd. Tréjkaty A'01 i A'mz sa podobne, dlatego mamy:
0 1:mz— A'l: A'z; wskutek podobiefnstwa trojkatow 1A'2 i zA'w jebt takze
U2:zro— A'l: A'z; zatem stosunki O01:mz i 1,2 :w, bedac oba jednemu i temu samemu
0 1:mz= 1'2:zw trzeciemu stosunkowi réwne, takze pomiedzy sobg réwne byé musza.
Pod+uwa|02enia sg jednak poprzedniki 0,1 i 1,2 réwne, zatem i nastepniki mzi zw réwne
by¢ musza. podobny sposéb mozna dowie$¢, ze zw= iore= itd. Zatem takze MmN zostato
na pie¢ rownych cze$ci podzielone.
Tak samo dowodzimy, ze rp do A'5 i ts na pie¢ réwnych czesSci podzielone zostaty.
Dodatek. Poprzeczna M N\\A’0 podaje tylko te punkta w promieniach, przez ktére row-
nolegte do 05 poprowadzone by¢ majg i st=pr = nm= 2,0 jako réwnolegte pomiedzy réwnole-
gtemi; dlatego to mozna z 02 przyjetej za jednostke linijng zdejmowaé polowy, z nm trzecie
zZ pr czwarte, a wreszcie z st pigte czesci.;
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Uwaga. Dowod dla czesci utamkowych s, 1 iss itd. w trojkaciag ARO
jest tensam.

Rozne zagadnienia dla poczatkujgcych konstruktorow.

8. 195.

1. Zagadnienie. Tak zwany papier olbrzymi (Elefantpapier) jest 07 cent.
szeroki a 1.025 m. diugi, mamy na nim w prostokacie, ktéry 5400Q cent.
wynosi wykonang praktyczng konstrukcye (wykreslenie); podziatka przytem
umieszczona jest tego rodzaju, ze pomniejszony na niej metr réwna sie 2
rzeczywistym centymetrom. Mamy wykona¢ te samg praktyczng konstruk-
cyag na tak zwanym papierze matym median, ktéry jest 40 cent. szeroki
a 50 cent. diugi a mianowicie w prostokacie narysowanym na tym papierze,
ktorego jeden bok 33-3 a drugi 50 cent. wynosi; chcemy wiedzie¢, jak wielkg
podziatke konstrukcyjng (tj. pomniejszony metr) na tym malym median pa-
pierze obra¢ nalezy, aby wewnatrz granic danego prostokata, ktéry do pierw-
szego jest podobny, zmiesci¢ cate wykreslenie.

Rozwigzanie. Poniewaz podobne wymiary podobnych figur sg w stosunku
jak pierwiastki kwadratowe z powierzchni tyeh figur, przeto:

JT5400 : MWhWU« = 2 :x, ztad * = 2 = 2 ~0'308GA4T =

2.0°555 = 1 centymetr i 1 milimetr.

Uwaga. Jezeli mamy dane oba wymiary prostokata nie za$jego powierzch-
nig na papierze olbrzymim, a mianowicie jezeli szerokos¢ wynosi 60 ccntimetrow,
a dhugos¢ 90 cent., i gdy oba prostokaty sa podobne, to zapomocg nastepujacej

proporcyi przyjdziemy do drugiej podziatki: 90:50 = 2:cc, x = = 1e1 cent

8. 196.

2. Zagadnienie. Na papierze rysunkowym Imperial krajow nadrenskich,
ktory 54 cent. szeroki a 74 cent. diugi jest, w prostokacie 50 cent. wysokim
i 70 cent. dtugim wykonany jest rysunek machiny, z podziatka gdzie 5 rze-
czywistych centymetréow rdwne jest pomniejszonemu metrowi; mamy wyko-
na¢ te sama konstrukcyg na angielskim Bristol papierze, ktdéry jest 36 cent.
szeroki a 45 cent. dtugi, w obwodce prostokatnej, ktéra 1260Q cent. za-
wiera; jak wielki bedzie pomniejszony metr. tj. pomniejszona jednostka li-
nijna, aby cata konstrukcya wygodnie w te malg obwodke wrysowang by¢
mogta.

Rozwigzanie. Podobne wymiary podobnych figur sg w stosunku jak
pierwiastki kwadratowe z powierzchni tychze figur, dlatego:

1/71260 :|T3500 =*: 5. ztad @w= 5 [T~ 6 = 5 K~0r36= 5.0-6 = 3cent.

Uwaga. Jezeli zamiast powierzchni 1260| | cent. prostokata, ktorego oba
boki 30 cent. szerokie i 42 cent. dlugie wraz z innemi bokami sg dane, to ra-
chunek upraszcza sie przez uzycie nastepujgcych proporcyj: 70:42 = 5:x,

X = 42-5 = 210 :70 — 3 centym.

8. 197.

3. Zagadnienie. Na papierze fiumskim Royal, 50 centym, szerokim,
67 centym, dlugim, wykonano architektoniczng konstrukcye, podziatke 2 cen-
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tym. réwne pomniejszonemu metrowi; ten sam rysunek mamy przerysowac
pomniejszong podziatkg na angielskim papierze Bristol, ktory jest 30 centym,
szeroki, 38 centym, dtugi, w prostokacie, ktéry 904*811] centym, zawiera; jak
nalezy pomniejszy¢ jednostke wymiarowg czyli pomniejszony metr?

Rozwigzanie. 3350 : 904-8 = 2:x, *= 2 904-8 = 2 ]/"0*27009

r 3350
= 2.0519 = TO03 centym.

Uwaga. Jezeli w powyzszem zadaniu przyjmiemy zamiast 904-8D centym,
wymiary 26 cent. szerokosci, 34'8 dtugosci podobnego prostokata, to to rozwia-

zanie zamieni sie na nastepujace: 67 :34'8 = 2 :x, ztagd x = 34*8i- = 1-03 cent.

8. 198.

4. Zagadnienie. Na nadreniskim rysunkowym papierze Super-Royal, 48
centim. szerokim, 68 centim. diugim, znajduje sie architektoniczny rysunek
w obwodce prostokatnej, zawierajacej 2816D centym., a wykonany podziatka,
ktorej pomniejszona jednostka Unijna, t. j. pomniejszony metr, réwna sig |-5
rzeczywistego centymetra. Jak wielkg mamy obra¢ pomniejszong jednostke
wymiarowag, t. j. pomniejszony metr, aby tg samag konstrukcye w pomniej-
szonym wymiarze na angielski papier rysunkowy przenie$é, ktéry w handlu
znany jest pod nazwg Demy, a ktéry jest 40 centym, szeroki, 51'5 centym,
dtugi, i przedstawi¢ go w obwodce prostokatnej 35 centym, szerokiej i 50 cen-
tym. diugiej ?

Rozwigzanie. |T2816 :f~1750 = 1*6 :*, * = 1*5~N = 1*5 X 078
= 1'17 centymetrow.

Uwaga. W powyzszem zadaniu mamy zamiast 2816D centym., oba wymiary
podobnego prostokata dane, przeto sposéb rozwigzania schodzi do nastepujacego:
64 :50 = 15:x, ztad x = 1*17 centymetrow.

§. 199.

5. Zagadnienie. Techniczny rysunek przedstawiono na angielskim papie-
rze Bristol w obwddce prostokatnej, ktoréj powierzchnia 2196D centym, za-
wiera, szeroko$¢ papieru wynosi 45 centym, a diugo$¢ 55 centym.; pomniej-
szona podziatka na papierze tym umieszczona zawiera 1*5 rzeczywistych cen-
tym. réwnych jednemu pomniejszonemu metrowi. Rysunek ten mamy po-
wiekszy¢ na fiumskim maszynowym papierze rysunkowym, ktéry 8032-5D
centym, powierzchni wynosi, za pomoca podziatki ktorg dopiero oznaczyé
mamy, aby przestrzen papieru na powiekszenie wystarczyta?

Rozwigzanie. } 2 196 : 8032'5 = T5:x, x = T5 r8032_5

2196
= 1*5Y-\3'6577864 = 1*5.1*9125 = 2'868 centym.

Uwaga. Jezeli zamiast miary powierzchni podobnych prostokatéw, dane sg
ich wymiary: 40 centym, szerokos¢, 54'9 centym, dtugos¢ i 76'5 cent. szerokost,
potdbm 1 metr 5 centym, dtugosé, obok pomniejszon¢j podziatki, t. j. 1*5 centym,
rowne jednemu pomniejszonemu metrowi pierwszego prostokata, to rozwigzanie
polega na nastepujacoj proporcyi:

105V 15

549 : 105 = 1|5 :x. X = -——-=——=----= 2'868 centern.
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Konstrukcya podobnych figur.

5. 200
Okreslenie. Takie figury, ktore sie tylko swag wielkoscia odrézniajg, co
do ksztattu jednak sg jednakowe, zowiemy podobnemi figurami.

Podobienstwo tréjkatow.

5. 201

Okreslenie. Aby pojecie podobienstwa dwoéch trojkatow ustali¢, zauwazmy
trojkat ABC Fig. 98, obierzmy na prostej AB jaki$ punkt np. E i przez ton
nakreslmy réwnolegta ED do boku BC; przczto powstang dwa tréjkaty ABC
i AED, majace wszystkie katy parami réwne, gdyz kat przy A jest wspdlny,
kat ABC — <y AED, jako katy jednostronne odpowiadajace, toz samo Kkat
BCA = EDA jako jednostronne odpowiadajgce. Pomiedzy bokami za$ za-
chodzg stosunki, ktére mozna w nastepujacy sposob wykaza¢: szukamy na-
przéd stosunku zachodzacego pomiedzy bokami AB i AE (podiug figury 14
i oznaczenia stosunku zachodzgcego pomiedzy dwoma prostemi); w tym celu
przyjmijmy, ze Al jest wspo6lng miarg tych bokéw, a mianowicie: ze /1 /
miesci sie w AB 6 razy, w AE 4 razy, lub ogélnie: wspdlna miara miesci
sie w AB mrazy, zas w AE nrazy; na mocy tego mozna utozy¢ proporcye:
AB :AE — 6:4 Ilub w ogole: AB : AE = m.Al :n.Al czyli ze AB : AE
= m:n. Nakreslmy teraz przez kazdy punkt podziatu na linii AB rdéwno-
legte do BC, to te (n& mocy dawniej dowiedzionego) podzielg bok AC na 6
rownych czesci, z ktérych 4 zawiera AD, czyli og6lnie: bok AC zostanie po-
dzielony na m réwnych czesci, z ktérych n przypada na AD; a zatem AC: AD
= 6:4, lub og6lnie: AC:AD = m :n; nakreslmy réwniez przez puukta po-
dziatu na linii AB proste rownolegte do AC, to te podzielg bok BC na 6 réwnych
czesci, zaS ED na 4 czesci rowne czyli ogolnie: BC zostanie podzielone na
m czesci rownych, za$ ED na n takich samych czesci, t. j. ze pojedyncze
czastki linii BC sg rowne pojedynczym czesciom linii ED (jako réwnolegte
zawarte pomiedzy réwnolegtemi); ztad tez wyptywa: BC:ED =6:4, lub
0ogolnie: BC:ED — m :n. Widzimy wiec, ze w obu trojkatach boki lezace
naprzeciwko odpowiednich katéw réwnych, sg do siebie w stosunku jak m :n.

Jezeli wiec w jednym trojkacie BAC nakreslimy réwnolegta ED do
boku BC, to powstanie trojkat EAD, ktérego katy sg rowne katom trdjkata
BAC, za$ boki sg proporcyonalne odpowiednim bokom danego trojkata.

Oba trojkaty BAC i EAD ro6znig sie co do swej wielkosci, lecz zga-
dzajg sie co do ksztattu i dlatego zowig sie tréjkgtami podobnemi (~ znak
podobienstwa).

Iszy wniosek. Prosta réwnolegta do jednego boku trojkata odcina tréjkat
drugi, podobny do danego.

2gi wniosek. W dwbéch trojkatach podobnych muszg byé wszystkie katy
parami réwne, za$ boki lezace naprzeciwko réwnych katow musza by¢ propor-
cyonalne.

Do podobienstwa dwoéch trojkatdw nalezy szes¢ wiasnosci, ktore przy-
ktadami na tréjkatach ABC i AED stwierdzimy:

Podzielmy BA na 6. w ogéle na m réwnych czesci.

Kat BAC = <f£ EAD, <% ABC = <£ AED, <£ ACH = <£ ADE.

Boki za$: AB :AE=6:4 Ilub w ogéle jak m:n; AG:AD = m:n
i BC:ED = m :n, ztad wynika AB : AE = AC :AD = BC :ED.
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Uwaga. Do okreslenia podobienstwa trojkatéw nie potrzeba uzywacé wszyst-
kich szeSciu warunkdéw, gdy bowiem jedne z nich majg miejsce, juz przez to
i drugie zachodzi¢ musza.

Okreslenia. 1. Boki lezace naprzeciwko réwnych katéw zowig sie réwno-
lezacemi bokami (tiomologe Seiten) lub odpowiadajacemu

2. Katy lezace naprzeciwko bokéw odpowiadajgcych sg ro.wne i zowi
sie katami odpowiadajgcemi lub réwnolezacemi.

Z pomocg powyzszych wiadomosci i wyptywajgcych ztad twierdzen mo-
zna rozwigza¢ nastepujgce:

Zadanie. Przez dany punkt E (Fig. 98) nakresli¢ réwnolegta ED do
prostej danej BC.

Rozwiagzanie. Przez dane punkta B i E kresle linije prostg i dziele du-
go$¢ BE na dowolng ilos¢ réwnych czesci, np. na dwie rowne czesci, i jedne
z nich przenosze od E do A kilka razy, np. 4 razy, tgcze A z C prostg AC
i te dziele na tyle réwnych czesci, na ile podzielong jest prosta AB, w obe-
cnym wypadku wiec na sze$¢ rownych czesci; oznaczam punkt D, w takiej
odlegtosci, aby dtugos¢ AD wynosita cztery réwne czesci odciete na linii AC;
w koncu kresle przez punkta E i D prosta ED, ktéra jest zgdang rownole-
gta do BC.

Konstrukcya powyzsza polega na twierdzeniu: jezeli prosta jakas dzieli
dwa boki trdjkata na czesci proporcyonalne, to jest zarazem réwnolegtg do
boku trzeciego.

Przyjecie. 1. AB: AE — AC:AD,
2. AE:EB = AD :DC,
3. AB:EB = AC:DC,
Zatozenie. ED | BC.
Dowdd. Przez punkt F, lezacy na linii AC pomiedzy D i O, kresle prosta EF. Przy-
pusémy, ze EF, nie zaS ED jest réwnolegty do BC, natenczas musiatby by¢é wedtug Igo i 2go
whniosku niniejszego paragrafu: AB :AE = AC :AF,

wediug Igo przyjecia za$ jest:

AB :AE = AC:AD,
poniewaz w tych dwdch proporcyach wyrazy stosunkéw pierwszych, tudziez poprzedniki stosun-
kéw drugich, sg réwne, przeto i nastepniki tj. czwarte wyrazy muszg by¢ réwne, tj. AF = AD.
Obie wiec te linije schodza sie razem, punkt F pada na Z), a prosta EF na ED, ztad wiec
wynika, ze ED ||[BC.C.b.d .o

Uwaga. W podobny sposob dowies¢ mozna 2gie i 3cie przyjecie.

§. 202

Twierdzenie 1. Dwa tréjkaty sg podobne, jezeli majg wszystkie trzy katy
parami réwne (lub jezeli dwa katy jednego sg réwne dwom katom drugiego
tréjkata).

Przyjecie. Figury 98 i 99. <€ A =.<£ Aj <€ B= <££', <"C=<"D".

Zatozenie. A ABC ~ A A'E'D".

Dowdd. PrzenieSmy bok A'E' na réwnolezacy AB i uczynmy AE = A'E’,
wykresimy z E rownolegta do BC, tak aby AE byto bokiem tréjkata AED,
natenczas powstanie A AED ~ /\ ABC, podiug Igo wniosku (podobienstwo
trojkatow); a ze A AED = A AE'D' (majg bowiem jedne pare roéwnych
bokdéw i dwie pary réwnych katow bokom tym przylegtych), zatem <€ A'ED"
~ <£ ABC.

8. 203.

Twierdzenie 2. Dwa trojkaty sg podobne, jezeli dwa boki jednego sg
proporcyonalne dwom bokom drugiego trojkata, a katy temi bokami objete
sg rowne.
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Przyjecie. Figury 98 i 99. AB : AC - A'E' :AD' i<£ A = <£A"

Zalozenie. A ABC ~ A AED".

Dowod. Bok AB' przenosze na réwnolezacy AE i odcinam AE — AE"',
kresle z E réwnolegta do BC tak, aby AE byto bokiem tréjkata AED, na-
tenczas i\ AED ~ /\ABC (poniewaz bok ED \BC) podtug Igo wniosku,
a ztad wynika, ze AE : AD = AB : AC, nadto

AB : AC = A'E': A'D' wedlug przyjecia,

AE :AD = AE':AD'. Poniewaz wiec AE.= A'E na
mocy wykres$lenia, przeto i nastepniki AD i A'D' musza by¢ réwne; ztad
wynika, ze A AED = A AED'" wedlug lgo przypadku przystawania troj-
katéw, a zatem A A'E'D' ~ A ABC.

8. 204.

Twierdzenie Scie. Dwa trojkaty sg podobne, jezeli trzy boki jednego sg
proporcjonalne trzem bokom drugiego tréjkata.

Przyjecie. Fig. 98 i 99. E'D' : E'A' : A'D' — BC : BA : AC.

Zalozenie. A ABC ~ A A'E'D".

Dowdd. Odetnijmy na AB i AC kawatki AE = A'E i AD = AD/',
wykre$lmy prostg ED, a otrzymamy A AED ~ A ABC, gdyz wedtug przy-
jecia i wykreslenia: EA : AD = BA : AC (podiug 2go twierdzenia o podob.
trojk.). W trojkatach wiec EDA i ~dBC'jest EA : ED — AB :BC', lecz takze
w trojkatach A'E'D’ i ABC jest: AE :ED’= AB :BC. Poniewaz za$ EA
= E'A'°/ odciecia, przeto z poréwnania tych dwoéch proporcyj wynika, ze
takze ED, bok trojkata EAD roéwna sie ED' bokowi trojkata. EAD '; oba
wiec trojkaty przystang do siebie na niocy 3go przyp. przyst. trdjk.

Poniewaz wiec A AED ~ A ABC, przetoi A AED' ~ A ABC, ztad
wynika, ze i katy''réwnolezace sg w obu trojkatach odpowiednio sobie réwne.

8. 205.

Twierdzenie 4te. Dwa tréjkaty sa podobne, jezeli dwa boki jednego sa
proporcyonalne dwom bokom drugiego trojkata, a katy jednostronne odpow.
lezagce naprzeciwko wiekszych bokdéw proporcjonalnych sg réwne.

Przyjecie. Fig. 98 i 99. W obu tréjkatach ABC i AE'D' niechaj be-
dzie: AB:A'E'= AC:A'D'-, AC i A'D' niechaj beda wigkszemi bokami pro-
porcyoualnemi, naprzeciwko ktorych lezace katy ABC i A'E'D sg réwne.

Zatozenie. Pozostate katy rownolezace w tych obu tréjkatach sg rowne,
tj., ze te dwa trojkaty sa podobne.

Dowdd. Wykresliwszy AE = AE i AD = A'D', nakreslmy ED. Poniewaz
jednak AB:A'E'= AC:AD' wedlug przypuszczenia, wiec tez:

AB :AE = AC:AD wedlug wykreslenia; ztad wynika, ze ED jest row-
noleglta do BC wedtug twierdzenia § 201. ADj>AE. A wiec kat AED =

ABC, jako katy jednostronne. Poniewaz jednak wedtug przyjecia, takze
<£AED'=  ABC, przeto AED = AAAED"'. Trojkaty AED i A'E'D'
przystajg na mocy 4go przyp. przyst. tréjkatéw a), a zatem <IBAC —EAD',
Ztad wiec wynika, ze oba tréjkaty ABC i AED"' sg podobne (na mocy lgo
twierdz, o podobienstwie).

8. 20G.

5. twierdzenie. Dwa trojkaty sa podobne, jezeli boki jednego sa prosto-
padte do bokéw drugiego.

11



Przyjecie. Fig. 100. W trojkatach ABC i A‘B'C' jest: A'B'A AB,
B'CA BC i A'C'tAC.

Zatozenie. \ABC~ A A'B'C".

Dowdd> Ath — <04’ jako dopetnienie katéw ostrych przy wierzchotkach
utworzonych przez AB i B'C (fig. 27 a.) i -£Ec= <Ec' jako spetnienie Kkata
czworoboku, ktérego jedneiu ramieniem jest A'C, za$ drugiem przedituzenie
B'C. Ztad wyptywa, iz oba te trdjkaty sg wediug t. twierdzenia o podo-
bienstwie tréjkatow podobne.

Skutkiem tego boki réwnolezace sa proporcyonalne

8. 207.

6. twierdzenie. Dwa trojkaty, ktorych boki sg parami réwnolegte, s

podobne.

Dowodu dostarcza nastepujgce twierdzenie: katy, ktérych ramiona sg
parami réwnolegte i rozchodzg sie w jedne strone lub w strony przeciwne, sg
réwne; a takze z lgo twierdzenia.

KreSlenie trojkatéw podobnych.

§. 208.

Zagadnienie.. Wykreslic na mocy 1. twierdzenia tréjkat podobny do tréj-
kata ABC (fig. 28), a lezacy zewnatrz niego.

Rozwigzanie. Kresle E'D' wieksze lub mniejsze od BC, czynie -¢i.A'E'D'=
4cABC i <rA'i))E'— ACB; ramiona tych katéw przecinajg sie¢ w A'; po-
wstaty ztad kat D'A'E = <"(JAB, a wiec trojkaty E'A'D' i ABC sg podobne.

8. 209.
Zagadnienie. Nakreslic wedtug 2. twierdzenia tréjkat, podobny do ABC
(fig. 98), a ktoregoby boki byly w stosunku do bokéw danego tréjkata jak 5: ti.
Rozwigzanie. Fig. 99. Kresle kat EA'D' = "BAC, dziele boki AB i AC
na 6 rownych czesci i wzigwszy w cyrkiel 5 z nich, przenosze je z A na
AE’, tak wiec E'A'= 56AB, w takisam sposob przenosze s/, czesci AC od
A' na A'D', przeto A D'= HeACj nareszcie tacze punkt E' z D' prostg E'D',
a ztad otrzymuje tréjkat E'A'D' ~  ACB.

s. 210.

Zagadnienie. Nakresli¢, na mocy 3. twierdzenia, tréjkat podobny do tréj-
kata E'A'D', tak aby stosunek bokéw obu tréjkatow byt 4:6 czyli 2:3.

Rozwigzanie. Kazdy bok trojkata E'A'D' dziele na 4 réwne czesci, kre-
Sle BC i przenosze nan E'D'-\- #2E'D"' tj. czynie BC= E'D'-f-Y2ED"'. Z B
promieniem E A'A- PCA zataczam tuk po nad linijg BC, a ten przetnie
sie w A z drugim lukiem zatoczonym z C promieniem A'D'-\-y* AD'-, nako-
niec fgcze A z B i C i otrzymuje zadany ¢(\ABC~"N\E'A'D".

8 211.
Zagadnienie. Na zasadzie 4. twierdzenia, wykresli¢ trojkat podobny do
ABC (fig. 98), boki obu trdjkatéw maja byé do siebie w stosunku 3: 2.
Rozwigzanie. Fig. 98 i 99. Kresle kat A'E'D' = <£ABC, bok AB dziele
na 3 réwne czesci i odcinam A'E'*=-i"AB czyli réwne AE) z punktu A’ pro-
mieniem 23AC tj. AD zataczam tuk, ktéry przetnie rami¢ E'D' w D', punkt
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ten tacze z A' linijg prostg i otrzymuje zadany /NA'E'D'~/\ABC i odpo-
wiadajacy postawionym warunkom.

5. 212
Zagadnienie. Do A ABC (fig. 100) wykresli¢, na zasadzie 5. twierdzenia,
tréjkat do niego podobny.
Rozwigzanie. Przyjmijmy A' np. zewnatrz trdjkata ABC i wykresimy
z tego punktu prostopadiag A'B' na przedtuzenie AB, podobniez A'C'+ AC
i B'C'A.BC, a otrzymamy ztad /\AB'C '~ ABC.

8. 213.

Zagadnienie. Nakre$li¢ trojkat podobny do BAC (fig. 98) na mocy 6go
twierdzenia.

Rozwigzanie. Fig. 99. W pewnej odlegtosci od prostej BA kresle do
niej réwnolegta A'E' i te przecinam prostg A'D' réwnolegta do AC, podo-
bniez kresle prostg EI)' rownolegta do BO i tak, aby sie z wykreslonemi
ramionami przecinata, a wskutek tego otrzymam A E’A'D’~/\BAC.

O podobienstwie wielokatow i wynikajacych ztad
sposobach kreSlenia wielokatow podobnych.

8. 214,
i. twierdzenie. W dwocli wielokatach, sktadajgcych sie z rownej liczby
podobnych i w tymsamym porzadku utozonych tréjkatow, katy odpowiednie
sg rowne a boki naprzeciwko nich lezace proporcjonalne.

Fig. 100 a

Przyjecie. Fig. [00 a W obu wielokatach ABCDEF i A SBX0D EX\
nastepujace tréjkaty sa podobne i jednakowo utozone: A DEF ~ A DIE [Fx
ADrFa-~- AfiM , AdAB* ADxaB, ADBC= A FJhCy

Zatozenie. DEF = <€ DXXX EFA = <f EXXAX FAB

FXAXB X << ABC <d /iV',s XCBCD — <£BxCtDx i <A CDE
wy CiDIEi; oraz:

DE :DXX= EF.-E» = PA;AA, = AB.AjJA = BC:BX2
CD:CIh1

Dowod. Poniewaz trojkaty DEF i DXEtF x sa podobne, przeto odpowie-
dnie katy sa réwne, a ztad <£ EFD = <£ EXID1 Z podobienstwa trojka-
tow CCA i DM\A x wynika, ze <€ Z>FA= <y ABiA, a zatem kat EFA
w pierwszym wielokgcie, ztozony z katdbw EFD i L)FA, jest réwny katowi
E,F,AU w drugim wielokgcie ztozonemu z katéw EX>)DXi DXI\AX <£ FAD
= AAA. ABAB ~ A AA,A, a wiec katy odpowiednie sa réwne,



mianowicie: A 545 = A 5,4,5,, A ABl)=-A 4,5,5,, aztacl A FAD
4-<£545 = A 5,45, + A 54,5, czyli A~45 =-A AAA; A lIBC
A 5,5,5, ?il ztnd wynika, ze <€ 555 = A DIBIC\, A ABD -f-A 555
= A 4,55, A A 55,5, czyli ze -A 4,i<t = A 4,5,5,, ta™ wamo
A BCD = A AAA i awreszcie: <FEDF -j~ FAFDA -f <£455 A
A 555 = A AAA + fi AAA A AAAA AA «syii ze
A CDE = 5,5,5,. Katy wiec odpowiednie w obu wielokgtach sg rdwne.

Z podobienstwa trojkatow DEF i 5,5,5, wynika dalej:

1 DE :5,5, = 55:5,5]j, a dla tej samej przyczyny:
EF :A\5, = FD :5,5,, aze z podobienstwa trojkatow 554 i 5,5,4,
55 :5,A = ~ :AA

2. EF :5,5, = Ad :5,4,. A ze A 7754 ~ A A A A, wiec tez:
/M :5,4, = AD :4,5,; poniewazjednak A 545~A 5,4,5,, wiecznowu
AD :AA = AB -AA

3. FA :AAt = 25 :4,5,1 azpodobienstwa A DAB i A 5,4,//, wynika:
AB :4,5, — 55:5,5, tozsamo, poniewaz A DBG ~ A A A A jest:
DI1?:5,7?, = BC :BiC\

4, 45:4,5, = BC:5,¢ , poniewaz ADBC wm717? C, wiec nakonicc

5. BC:7?7,¢g = CD\C,DX Z 1, 2, 3, 4 i 5 wynika:
DE :D{Ei =m55 sAj7j = 771:5,4, = AB :4,5, - BC:5,Q =
CA :6\5, czyli, ze boki réownolezagce w obu wielokatach sg proporcyonalne.

&a 215,

Okreslenie. Dwa wielokaty zowig sie podobnemi, jezeli posiadaja katy
odpowiednie parami réwne i boki réwnolezgce, proporcyonalne.

216.

2gie twierdzenie. Jezeli w dwoch wielokatach podobnych, z dwéch ro-
wnolezacycli wierzchotkow, wykreslimy przekatnie czyli promienie do innych
wierzchotkow, to powstang ztad tréojkaty, z ktorych réwnolezace sg podobne.

Przyjmijmy (Fig. 100 a), ze oba wielokaty ABCDEF i 4,5,5,5,5,5,
sa podobne, czyli ze A DAB= A AA\Bii A ABC= A AiAA, A BCD
A A Blc\Di; A ODE= A AAA, A DEF = A 55,5, A ffa =
A A5A,, oraz 4 B:A5, = BC:B,Cj - C5 :Cj5, = DE :57.), =
55: AA = BA :5,4,. Z rownolezacych wierzchotkéw D i 5, wykreslone
sg promienie do innych wierzchotkéw.

Zatozenie. A DEF~ A AAA,ADFA~T757j4,, ADAB~ A 754,5,,
A dbc~ A AAA-

Dowdd. Podtug przyjecia: 574:5,5, =.55:5,5,, nadto A DEF =
A AA A ?il wiec A555~ A AAA (ua mocy 290 twierdzenia o podo-
bienstwie trojkatow). Ztad wiec wynika, ze 55: iJA = 55 :AA i ze za$
EF :AA = ™M :Kd, (wedlug przyjecia), wiec tez: FD :/jD

bienstwie trojkatow). Z podobienistwa
A 714D = A AAA A 7\d|D,, czyli: <ATN/4 = -AF 5N, 4

4D :A A) a wedlug przyjecia: 774 :7j.1, =7 iS zatem d D :4, /1,
= 45:4,5], obil wiec tréjkaty DAB i 5,4,5, sga (wedlug 2go twierdzenia
o0 podobienstwie trojkatow) podobne; a zatem <EABD = A 4,5,5, i A 4501
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—  AfiD = <€A B,Ci — <£4 A Al czyli < DEC =- <¢ AAA 1ABwn
AB. = BD :A A , rowniezAB :4,A = BC :ACt (wedlug przyjecia), za-
tem BD : AA = BC : AA> ztad wynika, ze A DBC ' A AAA .(podtug
2go twierdzenia o podobienstwie trojkatow). Oba wiec podobne wielokaty
ABCDBF i AAAAAA skMajg sie. z podobnych i réwno utozonych tréj-
katow.

Whniosek. Odpowiednie przekatnie w wielokgtach podobnych sa propor-
cjonalne.

8. 217.

Zagadnienie. Fig. 100 a. Wykresli¢ wielokat podobny do wielokata
ABCDEF i ktéregoby boki byly w tym stosunku do bokéw danego jak 3:5.

Rozwigzanie. Kresle <€ EIDiFI — m£ EDF. Dziele DE na piec réwnych
czesci, jak Da= ab= be= cd= dE = A- i odcinam A A = '"BBE czyli

= Dc. Tak samo czynie D[FI » 3;DF i oba punkta tj. A i A tacze pro-
sta, powstaty A AAA jest podobny do /\D EF na mocy 2go twierdzenia
0 podobienstwie trojkatéw. Nastepnie czynie <E A A A =r <770/1, dziele
AD na pie¢ rownych czesci i odcinam A1DI = 3HBAD, tgcze A B4i prosta,
to powstalty A A A-A je*d podobny do A diii'l podtug 2go twierdzenia
0 podobienstwie trojkatow i t. d. ABCDEF ~ AAAAAA wedlug pierw-
szego twierdzenia o podobienstwie wielokatéw i wedtug wyjasnienia §. 215.

Uwaga. W ten spos6b mozna do wielokgta ABC ....F danego w polu na-
kresli¢c podobny A{BICi— A ,ia papierze.

§ 218.

Zagadnienie. Podtug wyjasnienia 8. 215 wykresli¢ wielokat podobny do
ABC...". F (Fig. 100 a.).

Rozwigzanie. Kresle np. A A réwne %BE, A AA EDO, r¢-
wniez AA = %BC\ nastepnie <€ A — Ci AA = /Vs"B; dCA =
<jrB i Ad, = 95B4 i t d., a otrzymany w ten sposdb wielokat jest podo-
bny danemu.

Uwaga. W ten sposdb kresli sie na papierze (Broniliivn - Breitr.hen) wielo-
katy podobne do danych w polu; sposdb ten zwg inzynierowie zdjeciem podtug
granic (,,Umriiige®).

§ 219.

Zagadnienie. Fig. 101. Wykre$li¢ wielokat HGFDCBA podoimy do hgfdcha
tak, aby bok hA wynosit 3$HA.

Rozwiagzanie. Jeden z wierzchotkéw danego wielokata tgcze z pozosta-
tem! za pomocg promieni, np. A z G, AD..; dziele AR na pie¢ rownych
czesci i z punktu 2 kresle 2g jHG, gf | CIF. fd | FD, cd | Cl), cb | CB\
hgfdchA ~ HGFDCBA.

Uwaga. Przez ustawienie stotu mierniczego w punkcie A, przez kreslenie
przekatni AG, AF etc. i zachowanie proporcji AH : Ah — AG :Ag - AF: Aj
etc. % 5:3 Ilub w ogole jak m :n, oraz przez potgczenie punktdw h, g ,f etc.
linijjami prostemi, — otrzymuje sie geometryczny obraz Ahgf..../> podobny
do ABC__H.
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Kofto.

§. 220.

Fig. 102. Okreslenia. Koto jest to figura ptaska, ograniczona linija, krzywa
zamknieta,, ktorej punkta sa roéwno oddalone od jednego punktu lezgcego
wewnatrz figury.

Linija kotowa (Kreislinie) jest krzywem ograniczeniem ptaszczyzny ko-
towej.

Cze$¢ linii kotowej zowie sie lukiem (Bogen).

Srodek (Centrum v. Mittelpunkt) kota tj. O ma wiasno$é, ze wszystkie
punkta lezace na okregu sg od niego réwno oddalone.

Prosta Ou= Os #gczgca punkt lezacy na okregu np. u lub s ze $rod-
kiem kota zowie sie promieniem (Radius, Halbmesser).

Punkt jakis lezy wewnatrz kota, gdy odlegtos¢ jego od S$rodka jest
mniejszg anizeli promien; jezeli za$ ta odlegtos¢ jest wiekszg od promienia,
natenczas punkt lez}' wewnatrz kota.

Cieciwa (Sehne v. Chorde) jest to linija prosta vu tgczgca dwa punkta
i; i u okregu; kazda cieciwa vu dzieli okrgg na dwa luki.

Cieciwa bc przechodzaca przez $rodek O zowie sie $rednicg (Durchmes-
ser v. Diameter). Wszystkie $rednice jednego i tego samego kota potowia sie
w punkcie $rodkowym.

Prosta TT', ktorg mozna dowolnie przediuza¢, a ktdéra ma z kolem
jeden tylko punkt b wspélny, zowie sie styczng (Bertihrungslinie v. Tangente);
punkt b za$ zowie sie punktem stycznosci (Tangirungspunkt).

Prosta NP, ktorej pewna cze$¢ znajduje sie w kole a inne czesci lezg
zewnatrz tegoz, zowie sie sieczng (Schneidende, Secante). Cieciwy i $rednice
sg rowniez siecznemi.

Odcinek kota (Kreisabschnitt v. Kreissegment) jest to cze$¢ powierzchni
kota, zawarta pomiedzy tukiem (uv) i odpowiednig cieciwg uv.

Wycinek kota (Kreisausschnitt v. Sektor) jest to cze$¢ powierzchni tegoz
zawarta pomiedzy promieniami sO i uO i tukiem su miedzy niemi lezacym.

Kazda cieciwa dzieli koto na dwa odcinki, z ktdrych wiekszy zawiera
w sobie $rodek kota.

Zagadnienie. Fig. '02. Nakresli¢ koto, a w niem S$rednice, cieciwe,
sieczng i styczna, oraz za pomocg cieniowania uwydatni¢ odcinek i wycinek.

5. 221

/. twierdzenie. Ze $rodka m cieciwy ab (fig. 103) wystawiona prostopa-
dta a dostatecznie przedtuzona, przechodzi przez $rodek O kofa.

Przyjmijmy koto aby i w niem cieciwe ab, w ktérej srodkowym punk-
cie m jest wystawiona dhJ_ab.

Zalozenie. Prostopadia dh do ab wystawiona w punkcie m przechodzi
przez srodek O kota.

Dowdd. Potgczmy punkt m z O linijg prostg, to ta jest prostopadig dit
ab, nastepnie potgczmy a i b z O linijami prostemi, to w otrzymanych tréj-
katach amO i bmO jest tnO— mO, arn— brn, aO = bO a wiec te dwa trojkaty
przystajg do siebie (wedtug 3go twierdzenia o przystawaniu trojkatow), a za-
tdm <£ Oma= <£0mb= P czyli mO _Lab. Poniewaz za$ w punkcie m jedne



tylko prostopadta, do ab wykreslic mozna, a ta jest wtasnie mO, przeto kazda
prostopadta do ab wystawiona w nm musi sie schodzi¢ razem zlinig dh czyli
musi przechodzi¢ przez 0.

§. 222.
Zagadnienie Fig. 104. Znale$¢ $rodek O danego kota.
Rozwigzanie. Osadziwszy no6zke cyrkla w punkcie /., otwieram go az

po za i zataczam luki 1, 2 i 5 7, i przecinam je tukami 34 i 3 8

zatoczonymi tym samym promieniem z punktu K. Punkta przeciecia tacze
prosta, a ta przechodzi przez punkt Srodkowy, ktoéry chcac znale$¢ potrzeba
tylko srednice NJ przepotowic.

Dowod wyptywa z § 221 i z konstrukeyi.

8. 223.

Zagadnienie. Fig. 103. Dane jest koto, ktérego $rodek jest niewidocznym;
wynale$¢ go w inny sposdb.

ffozwigzame.Kreéle w kole dwie cieciwy ab i ¢/, ktére w przedtuzeniu
przecinajg sie i tworzg jeden kat. Wystawiwszy w $rodkowych punktach
tych cieciw linije dh i kI do nich prostopadie, otrzymamy punkt przeciecia
sie tychze bedacy zarazem srodkiem O kota.

Uzasadnienie. Poniewaz dh jest do ab w $rodkowym punkcie m prosto-
padtg, przeto na tej prostopadiej dh lezy gdzie$ Srodek kota (1.twierdzenie
8. 221), z tej samej przyczyny lezy S$rodek kota na linii Id; a poniewaz je-
dnocze$nie ma sie znajdowa¢ na obu liniach, przeto lezy w ich wsp6lnem
przecieciu, a zatem w O.

Uwaga. Wykreslenie jest tein doktadniejsze im bardziej zbliza sie kat za-
warty pomiedzy ab i ef do kata prostego, lezeli wiec nakreSlona jest cieciwa
ef, to rysunek mozna dokladniej wykona¢ kreslac z / cieciwe fg pochylong do
pierwszej pod katem prawie prostym.

8. 224.
Okresdlenie. Kota majace ten sam $rodek i lezgce w tej samej plaszczy-
Znie, zowig sie kotami wspdtsrodkowemi.
Zagadnienie i rozwigzanie. Fig. 105. Nakresli¢ dla wprawy kota wspot-
srodkowe 1, II, IlIl. Przytem postugiwac sie nalezy gwozdzikiem przedsta-
wionym w fig. 49 lub ptytka rogowa przedstawiong w fig. 50.

8. 225.
Okreslenie. Dwa kota lezace w jednej ptaszczyznie a nie majgce wspol-
nego $rodka, zowig sie kotami odsrodkowemi (excentrische Kreise). Fig. 106.
Linia fgczaca o0 zowie sie linig $rodkow (Ceutrallinie).
Zagadnienie. Fig. 106. Nakre$li¢ kota od$rodkowe 1 i II.

8. 226.

Zagadnienie. Fig. 107. Dane sg trzy punkta A) B i (7; wykresli¢ koto,
ktorego okrag przez nie przechodzi.

Rozwigzanie. Dane punkta tgcze liniami prostemi w srodkowych punk-
tach dwoch linij, wystawiam do nich prostopadte ab i ed przecinajgce sie
w O. Wstawiwszy jedne ndzke cyrkla w O, otwieram go az do A lub B
albo tez C i tym rozwarciem cyrkla zataczam koto, ktére musi doktadnie
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przez punktu .1, ii, C przechodzi¢. Jezeli uczacy sic nabyt w rozwigzywa-
niu poprzednich zagadnien rysunkowych wprawy, to rozwigze bez btedu i po-
wyzsze zadanie.

Uzasadnienie. Wyobrazmy sobie. ze wi.-rzehotki A, B i O tréjkata ABC potaczone sg
/. punktem przeciecia O liniami prostemi; nazwijmy punkt przeciecia sie boku BC z ab przez Ii.
za$ punkt przeciecia sie boku AC z dc przez O, to trdjkat BOE A COIi, poniewaz ich od-
powiednie przyprostokatnie sg rowne, a wigc Oli= 00 ........ (1) i AOGSi 0OC, poniewaz
odpowiednie przyprostokatnie sa réwne, a wiec AO —OC ... .(2) a z (1)i(2) wynika, ze OB—
OC= AO i to sa wihasnie promienie kota przechodzgcego przez pnnkta A. B, C, a ktérego
Srodkiem jest punkt O.

8. 227.

2. twierdzenie. Normalna (prostopadfa) do promienia wystawiona w jego
korncowym punkcie, ma z kotem jeden tylko punkt wspélny i przedtuzona
w obie strony az do nieskonczonosci, lezy zawsze zewnatrz kota.

Przyjmijmy fig. 102, ze 77) 7. bO.

Zatozenie. 77j lezy zewnatrz kota wyjawszy tylko punktu b, ktéry ma
Z nim wspalny.

Dowdd. Wszystkie proste taczace jakiekolwiek punkta na 77) z punk-
tem O, sg wiekszo od promienia bO, albowiem przeciwprostokatnia jest zaw-
sze wieksza od przyprostokatni, poniewaz lezy w tréjkacie naprzeciwko kata
najwiekszego, tj. kata P. Konce wiec tych prostych lezg zewnatrz kota na
mocy wstepnego wyjasnienia w §. 220. Z tego wynika bezposrednio

Zagadnienie. Fig. 108. W danym punkcie np. B nakresli¢ styczng do kofa.

Rozwigzanie. Dany punkt B #gcze z punktem Srodkowym 0 kota, za
pomocg prostej BO i w punkcie B kresle 7, prostopadta do BO, a ta jest
styczng zadana.

8. 228.
Zagadnienie. Fig- 108. Rownolegle do danej prostej CD nakresli¢ styczng
do kota O.
Rozwigzanie, Z O jako ze srodka danego kota, zataczam tuk ach, ktory
przecina prosta dang w punktach a i i; za promieniem wiekszym anizeli

— , zataczam tuk 1, 2 i przecinam go drugim 3, 4 zatoczonym z b tym sa-

mym promieniem; otrzymany punkt przeciecia tgcze z O, to Cc jest do CD
prostopadty i styka sie z kotem w punkcie B. Z punktu stycznosci B kre-
Sle prosta ttx, rownolegta do CD, a ta jest zgdang styczna.

Uzasadnienie. Poniewaz wedtug wykreslenia cO 1CD, wiec i odwrotnie Cli_J ci), a ze
wedtug wykreslenia tl, || CD, wiec tez kat przy DC i cO réwna sie katowi przy tt, i cO, tj. ka-
towi t.BO, jako katy jednostronne, ze jednak pierwszy réwna sie P wiec tez i drugi P wynosi
czyli ze tl, jest do BO prostopadta w punkcie B.

8. 229.

Zagadnienie. Fig. 109. Dane jest koto i punkt zewnatrz niego lezacy;
nakresli¢ z tego punktu prostg, styczng do kota.

Rozwigzanie. Dany punkt P, lezacy zewnagtrz kota, tgcze ze Srodkiem
O, przepotawiam PO w punkcie p i promieniem Pp zataczam koto, ktére prze-
tnie sie z danem kotem w punktach 1 i 7 ktore tgcze ze Srodkiem O. Na-
reszcie kresle Pk i Pl prostopadie do promieni Ol i Ok i przedluzam je,
a te sg zadanemi stycznemi Pt i Pt

Dowéd. Kat OkP—P = Olp, gdyz jako kat obwodowy jest réwny potowie odpo-

wiedniego kata $rodkowego PpO, ktéry wynosi 2P, a zatem PtJ_Ok i Pt' J Ol, ztad za$ wy-
nika ze Pt' i Pt sg stycznemi do kota O przechodzacemi przez punkt P.
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§. 230.

Najwazniejsze twierdzenia dotyczace kreslenia stycznych
do kofa.

1. twierdzenie. Kat, jaki tworzy styczna z cieciwa przechodzaca przez
punkt stycznosci, jest rowny katowi okregowemu w przeciwnym odcinku.

Fig. 102. (Wyobrazmy sobie cieciwy: bs, bP i sP jako rzeczywiscie na-
kreslone).

Przyjmijmy : bajako cieciwe, TT' jako styczng, <£ bPs jako kat okregowy.

Zatozenie. T'bs = <y bPs.

Dowdd. Kredle $rednice bC itgcze * z C, natenczas: <”sbCA-sCh = P,
poniewaz kat okregowy przy s= P. Daléj: <)j T'bs-\-<ifcsbhC— P, a wiec

shC-\-<£sdb —  T'bs-)- <£sbC, a wedtug pewnika, ze ilosci réwne, w ro-
wny sposob zmienione, pozostajg nadal rownemi, mamy: T Ib*.
Ze jednak <£sCh = <£bPs (bo wszystkie katy okregowe, ktorych ramiona
wspierajg sie¢ na tym samym tuku, sg rowne), przeto tez <f£ T'bs — <£ bPs.

2. twierdzenie. Jezeli jakikolwiek punkt okregu kota potaczymy cieciwami
z koncami $rednicy i z tego punktu spuscimy prostopadla na $rednice, to
otrzymamy :

a) dwa trojkaty, z ktérych kazdy podobnym jest do danego (utworzo-
nego przez cieciwy i S$rednice) trdjkata, a zatem oba te trojkaty sa miedzy
sobg podobneg;

b) kazda cieciwa jest S$rednio-geometrycznie-proporeyonalna, pomiedzy
catg Srednica, a odcinkiem jej przylegtym ;

c) prostopadta spuszczona z punktu P okregu na $redniceg, jest Srednio-
geometrycznie-proporcyonalna,, pomiedzy obydwoma odcinkami $rednicy.

Dowdd. Niechaj bedzie n owym punktem okregu kota mnP...... (fig.
110), ktory taczymy z m i P zapomocg prostych; m I. na $rednicy mP.
A mnP ' A mns, poniewaz kat m— <EmnP—<£Emsn — P; zatem
i trzeci kat, t j. nPm = <mns. /\ mnP A Pns, bo kat nPm — <£nPm,
mnP — <*mP— P, aztad: — <£ mP. Ze jednak A mnP ~ /\mvs
i AP ~A przeto takze A mns ~ A

Z podobienstwa tréjkagtéow mnP i mm wynika: mP :mn — mn: ms. ZA mnP
-A wynika :w': /n—Pn:Ps, aze A mn>~ AmA przeto »<*:«» = W :sP.

U. twierdzenie. Jezeli styczna i sieczna przecinajg sie zewnagtrz kota, to
styczna jest S$rednio -geometrycznie - proporcyonalng pomiedzy catg sieczng
a odcinkiem zewnetrznym.

Przyjmijmy : (fig. 110) ze dane jest koto O, punkt P zewnatrz niego
lezacy, styczna PT, i sieczna mP.

Dowod. KresSle vm i vs. Tréjkaty Prm i Prs maja: <€ mPv— mPc,
<X Pmv - <)) srP (wedtug lIgo twierdzenia); a wiec /\Pvm~-/\ Pvs (8. 202)
a ztad wynika proporcyja:
Pm:Pr— Pr:Ps, czyli Pr —Pm. Ps.

8. 231
Zagadnienie. Fig. 110, Z punktu P lezacego zewnatrz kota, wykreslié
styczne do tegoz bez uzycia punktu srodkowego.
Rozwiagzanie. Z punktu P kresle dowolng sieczng Pm i oznaczam punkt i.
Na mP zataczam potkole mnP i kreSle w s prostopadty sn do mP; promie-

12
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niem Pn zataczam tuk 7» ktéry przetnie dane koto w punktach fi«; po-
taczywszy P z t i v linijami prostemi i te przedtuzywszy ku TTt, otrzyma
sie zadane styczne.

7, twierdzen: 1., 2. i 3. wyplywa uzasadnienie rozwigzania do figury 110:
Pm:Pn= Pn:Pa a ztad Pn = Pm :Pa
Pm:Pt= Pt:Pa a ztad Pt = Pm .Pa
Pm:Pu= Po:Pa a zt$d Po = Pm .Pa

Pn -=Pt = Pt? albo
Pnv. m=Pt m=Pv a to zréwnanie dowodzi, ze tuk w zatoczony promieniem P/i, daje punkta
stycznosci t i v.

8. 232.

Zugadnienie. Fig Ill. Do dwdch kot przystajacych nakreslié wspdlng
styczna.

Rozwigzanie. Polagczmy o z o' linijg o0 i wystawmy w o i o' do niej
prostopadte, te przetng sie z kotami w punktach wir-, ktore sa punktami
stycznosci, a polgczywszy je prostg, to ta jest zgdang styczna.

Dowdd, figura oo'vne jest prostokatem, a wiec katy przy « i u sg proste (patrz fig. 227).

Praktyczne zastosowanie. (Fig. 112) Wymienione konstrukcyje majg za-
stosowanie przy kotowrocie ztancuchem, przyczem w mn uzywa sie konstruk-
cyi fig. lll, zas w o konstrukeya fig. 105.

8. 233.

Zagadnienie. Fig. 113, Wykre$li¢c styczne do dwoch két / i //, maja-
cydi rozmaite Srednice.

Rozwigzanie. Srodki o i 0 tacze prosta 0O i te przepotawiam w O
promieniem o()'— 00' zataczam koto; szukam réznicy promieni danych /i //
(gO—ob= Om), tg jest Om= O«, uig zataczam koto, ktore przetnie sie
z kotem zatoczonem z O' w punktach n i m, poltgczmy O z m i n linijami
prostemi i przedtuzmy je az do przeciecia sie z kotem, a otrzymamy punkta
stycznodci ¢ i g na kole //, nakre$liwszy za§ z o do cO i gO réwnolegte
ao i 06, otrzymamy a i b jako punkta stycznosci na kole I; znajac za$ te,
kres$limy przez a i ¢ styczng tt' za$ przez b i g styczng TI\.

Uzasadnienie. Poniewaz <€onO— P, jako kat okregowy w poétkolu i nr.gi-ao, wiec tez
uc- w.; a zatem i katy przy c i o sg proste, ztgil wiec wynika, ze ii, jest styczng wsp6ing
obydwom koiom I i Il. Z tego samego powodu TI\ jest réwniez styczng wspdlng obydwom
kotom / i Il. Punkt zbieznosci tych stycznych lezy po za plaszczyzna rysunku.

Praktyczne zastosowanie. Fig. 114. Z pomoca powyzszej konstrukcyi mo-
zna oznaczy¢ konstrukcyje konturu korby, w rzucie poziomym, przyczem
tuki: 5,6, 7,8 odnies¢ nalezy do kota I, za$ tuki 1,2, 3,4 do kota II.
Inne linije konstrukcyjne mozna téz fatwo wynalezé i poréwnaé z fig. 113
Luki a, b etc, majgce sie stykaé, wykresli sie wolng reka.

8. 234.

Zagadnienie. Fig. 115 Dane sg kota / i Il o rozmaitych promieniach;
nakresli¢ z rozmaitych stron, wspdélne styczne.

Rozwigzanie. tgcze srodki o i O linijg prosta, te przepotawiam w O
i promieniem 0'0 — oU' zataczam koto ofOg; dodaje do promienia cO= d.0.
promien kota mniejszego / i sumg tych promieni (Oc-\~cf) zataczam z O koto,
ktore przetnie sie z kolem zatoczonem z O w punktach f i g. Polaczmy
fiaz O a otrzymamy punkta stycznosci <«i d na kole TI; nakresliwszy
zas promien oa réwnolegty do Od i ob j Oc, otrzymamy punkta stycznosci
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ai bna kole 1; a potgczywszy teraz a z d i b z ¢ linijami prostemi <
i 77,, otrzymamy zadane styczne.

Dla kontroli rysunku oznacza sie podanym sposobem punkta d i c
i w nich wystawia sie ttx i TJ\ prostopadte do Of i Og, a te, jeSli pierwsze
czesci konstrukcyi doktadnie przeprowadzono, przechodza przez a i b

Uzasadnienie. Poniewaz <£ Ofo= P, jako okregowy w potkolu ifc # oh, przeto i d># o/
tworzy z obydwoma promieniami Oc i oh réwne katy (proste katy'); a zatem cl czyli 7'T; jest
styczng wspolng kotom | i //; tozsamo //, jest. wspdlna styczng do k&t Ti Il. Z tego powodu
wiec jest h zewnetrznym punktem podobienstwa (Aehnlichkeitspurikt) na linii Srodkéw oO.

/

Rozwiniecie czyli prostowanie okregu.

8. 235.

'Zagadnienie. Fig. 116. Okrag kota danego promienia r rozciggna¢ na
prosta czyli wyprostowaé¢ (Kreis-Rectification).

Rozwigzanie. Kresle w n styczng np do kota O biore w cyrkiel S$red-
nice i przenosze jg do'/, //, 11, trzy razy. Konce prostopadtych S$rednic
tacze linijg prosta, a ta jest zarazem cieciwg Cwierci kota, dziele te ostatnig
na 5 réwnych czesci, z ktérych jedne (‘/5 cze$¢) biore w cyrkiel i przeno-
sze od Il do p “to prosta wp jest tak diuga jak okrag danego kota.

Uzasadnienie. .Tezeli r jest promieniem, czyli 2r $rednica danego kofa, natenczas rj/ ?=
10414214 or jest cieciwg podpasujacg ¢wierckota, a ztad: '/, rl 2= 0282843 ¢r, a zatem tir 1
i/s 6282843-rs lecz caly okrag kota réwna sie 6-283186.r, blagd wiec przy prosto-

wania popetniony wynosi zaledwie 0.000343-r (tj , ze prosta o tyle jest krdtszg od okregu kota.)
Jezeli wiec promier kota wynosi np. 31-608 eentimetréw, to biad popetniony przy pro-
stowaniu réwna sie 0-054183 milimetréw, a wiec mniej nawet nizeli grubo$¢ otéwka.

Wykreslenie. Podzielmy cieciwe i wierzchotek na 9 réwnych czesci i '/
cze$¢ dodajmy do tej cieciwy, to otrzymamy prostg rowng co do dtugosci
cwierci kota.

Zatozenie. Cwierékole zbliza sie bardzo do ,0/9 czesci swojej cieciwy.

Dowod. Cieciwa ¢wierckota= r],6~2 = 1-414213 .r

'/9 cze$¢ jej = 0*157135 .r
O» cieciwy = 1571348 .r
éwierékole - = 1*570796 .r

blad wiec wynosi = 0*000552 . r

8. 236.

Prostowanie okregu kota, ktorego S$rednicg jest np. d, najlepiej mozna
wykona¢ w nastepujacy sposob:

Srednice d dziele na pie¢ rownych czesci i wykreslam trojkat prostoka-
tny, ktérego przyprostokatnie wynosza: 6b5d i d3d, a wiec obwdd tego tréj-
kata jest prawie rowny obwodowi danego kofa.

9+ 1/45 1547082039

Uzasadnienie. Nie trudno dostrzedz, ze liczba T 5 = 3- 1416407,
tak mato rézni sie od liczby n, ze mozna przyjac, iz okrag kota, W przyblizeniu, rowna si¢ na-
stepujacej wartosci:

9 -P ]/~45 9-f [ 45
[ PRS2 pe—— S— d €
przyczem d oznacza $rednice danego kota.

Z powyzszego wzoru wynika:

p=",d 1l 3dt*+ A W KW -
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8. 287.

Nastepujace graficzne oznaczenie $rednicy kota, ktorego okragp jest dany,
jest bardzo zajmujace.

W tym celu kresle trojkat prostokatny, ktorego przyprostokatnie wyno-
sityby: ilip i 73; odejmuje dtugos¢ przeciwprostokatni od p i do pozosta-
tej reszty dodaje 14 jej czes¢, tak zwiekszona reszta jest prawie réwna Sre-
dnicy danego kota.

Uzasadnienie. Z przytoczonego zréwnania (1) 236 wynika:

9— 45

45 .
T L w= Rz hp

czyli wreszcie: ] L.
1= (hpfieiupy)
Powierzchnia kota i jego czesci.

8. 288.

Twierdzenie. Powierzchnia kota réwna sie powierzchni tréjkata majacego
za podstawe okrag kota a za wysoko$¢ jego promien.

Uzasadnienie. Powierzchnia kota = |V e-rn= f2m-

Whiosek. Poniewaz trojkat da sie, bardzo tatwo zamieni¢ na kwadrat,
rowny mu co do powierzchni, nietrudno wiec jest rozwigza¢ nastepujgce za-
danie :

Zamieni¢ koto na kwadrat réwny mu co do powierzchni. To zadanie
zowig ,kwadraturg kota“.

Nazwijmy bok tego kwadratu przez g, to gl byloby = ara czyli gq=

r| n; | n wyraza sie w liczbach, mianowicie:
Ir n= 17724538504

g 2311
Powierzchnia wycinka kota. Wycinek kota jest doktadnie oznaczony przez
kat Srodkowy, zawarty pomiedzy obydwoma promieniami. Rownym kagtom
srodkowym w tent samem kole odpowiadajg réwne wycinki. lle razy jeden
kat Srodkowy jest wiekszym od drugiego tj. ile razy jeden da sie odjg¢ od
drugiego (rozumie sie oba w tern samem kole), tyle tez razy wycinek odpo-
wiedni pierwszemu jest wiekszy od wycinka odpowiadajgcego drugiemu.
Z poréwnania, wiec wycink6éw otrzymujemy ten sam wypadek co z poro-
wnania odpowiednich im katéw S$rodkowych, tj., ze wycinki tegosamego
kota, sg do siebie w tym samym stosunku jak ich katy Srodkowe.
Nazwijmy powierzchnie wycinka, odpowiadajgcego katowi srodkowemu'%
przez 8 i zwré¢my uwage na to, ze katowi Srodkowemu o 360° odpowiada
wycinek jw2 tj. cate koto, to otrzymamy:

360°: 72 ==t 1118 everierie e (1),
ztad bezposrednio wyptywa:
y 12
360° m m
a jesli bedziemy uwaza¢ h jako tuk kota i utworzymy zréwnanie pomocnicze:
360%:7°= 2rn (2),
z ktorego h  y-nr
180°

a nastepnie zrownania (1) i (2) potgczmy z sobg, to otrzymamy:

ztad wyptywa:
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8. 240.
Twierdzenie. Powierzchnia wycinka kola, réwna *$% powierzchni troj-

kata majgcego za podstawe luk wycinka a za wysoko$¢ promien kola.

§. 241,

Objasnienie. Chcgc obliczy¢ powierzchnie odcinka kola, jako czes¢ odpo-
wiedniego odcinka, mierzy sie bardzo doktadnie za pomocag podziatki, cieciwe
wycinka, oblicza sie powierzchnie tego ostatniego i od niej odejmuje tréjkat
ograniczony obydwoma promieniami i cieciwag, pozostata reszta jest powierzch-
nig odcinka kota.

Praktyczny wzor. Odcinek kota — */3.c.h\ gdzie c oznacza cieciwe, za$
h wysokos$¢ tuku (Patrz parabola).

8. 242.
Powierzchnia pierscienia wspolsrodkoweyo rowna sie: R'ln— /% n (Rt—
ri) = n(R-\-r) (R—r), gdzie li oznacza promien wiekszego, za$ r promien
mniejszego kota.

8. 243.
Jezeli d jest odlegtoscig kot, natenczas powierzchnia pierscienia wspot-
Srodkowego roéwna sie: 2rn.d-)-d2.n.

Cze$¢ za$ pierscienia rowna sie: -~*h d\ a i b sg to dtugosci tukdw.

Zasadnicze zagadnienia odnoszace sie do stycznosci kot i do wpisywania
lub opisywania kot stycznych.
8. 244.

Uwaga. Rozwigzujac i wykreslajac przytoczone tu zagadnienia, ze spokojem
i cierpliwoscia, mozna naby¢ biegtosci, niezbednej przy rozwiezywaniu zadan
umieszczonych na koncu.

Wykreslenie. Fig. 117. Dane sa 3 kota: I, I, I11; nakreslimy do kazdej
pary zewnetrzne wspdlne styczne (podtug fig. 113), to otrzymamy punktu
przeciecia sie tychze tj. A, B i C, ktére lezg zawsze na jednej prostej.

Uzasadnienie. Punktu O, O, i o oznaczajg w tej figurze $rodki kél /, 7/ i 111, ktérych

promienie nazwijmy przez a, b i c: A, B i C s3 punktami przeciecia sie stycznych, lezg.cemi
wraz ze $rodkami odpowiednich im két, na jednej prostej. Widocznie wiec. ze:

CO : COi a:b

AOx:Ao = b:c

Bo :BO = c:a

CO . AO\ .Bo : COx.Ao.BO =;1:1 czyli

~ C01.A0.BO— CO.AOi .Bo, a wiec wszystkie 3 punktu: A, B. i C lezn na jednej
prostej.

Jako ¢wiczenie w kresleniu moze jeszcze postuzyc:

1. dodatek. Nakresliwszy do jednej pary kot zewnetrzne styczne, a do
dwoéch pozostatych wewnetrzne styczne, otrzymamy ztad 3 punkta przeciecia
sie stycznych, lezagce rowniez na jednej prostej; naturalnie, ze takich pro-
stych jest trzy. Uzasadnienie to samo co powyzej.

2. dodatek. Punkta przeciecia lezg nadto tak, ze, jezeli $rodek jednego
kota potaczymy z punktem przeciecia sie wewnetrznych stycznych do dwoch
kot pozostatych, to otrzymamy trzy proste przecinajace sie wjednym punkcie.

Uwaga. Wykreslenie_to mozna wykona¢ doktadnie jedynie tylko z pomocs
konstrukeyi czesciowych. Fig. 113 i 115
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8 245.
Zagadnienie. Fig. 118 Dany jest kat; wpisa¢ w niego kota, styczne do
siebie i do ramion kata.

Rozwigzanie, Iszy sposob. Dziele kat i,ot na dwie potowy za, pomoca
dwusiecznej ol, obieram na niej punkt jaki$ np. /, w nim wystawiam pro-
stopadte do to i t{o i zataczam koto/ promieniem to to jest styczne do
ramion kata i przecina ol w punkcie /. W | wystawiam ab prostopadta do
ol a wiec styczng do kota I, przepotawiam kat aco linijg cd, zkad otrzymuje
punkt przeciecia 2, z tego ostatniego teraz, promieniem 21 zataczam koto
styczne. Aby znalez¢ punkta stycznosci f i g. zataczam z ¢ tuk Ig i tym-
samym promieniem z gornego punktu przeciecia, tuk If. Cieciwe fg mozna
korzystnie uzy¢ przy konstrukcyi innych stycznych.

Uzasadnienie konstrukcyi. Ffl- H8. Kat lot,= «£ lot, — <£ HI_to i ItxJ_¢o; Altoa-

poniewaz maja 1,0 tj. przeciwprostokatnie wspolng i potéwki kata t{ot réwne, ztad wiec¢
wynika, ze H= //,, jako przyprostokatnie i jako promienie kota Z w ich koAcowych punktach
sg 'styczne ot i ol do nich prostopadte. Styczna ab jest do pomocniczej lo w punkcie | pro-
stopadts. Wezmy teraz pod uwage tréjkat coa\ ten skitada sie z tréjkatéw: col i ao(. do siebie
przystajacych, albowiem majg przyprostokatnie lo= lo i “col= " aof, a ztad wynika, ze prze-
ciwproitokatnia m = ao, rl= ol i <f/co= <€oo/. Podlug wykreslenia: “£Ud=  ocd. Wy-
kresliwszy z punktu przeciecia 2 (promieni od i 01) prostopadte 2g i 2f do ot i o/t, to A 2cg
A 12r, albowiem majg przeciwprostokatniag 2c i potowki kata przy c réwne, ztad wynika zas.
ze 12=g2 ilc= cy. Pomys$lmy sobie, ze taczaca a2 jest rzeczywiscie nakreslona, to A c2I”
/fa2. poniewaz majg odpowiednie przyprostokatnie réwne, a ztad wynika, ze przeciwprostokat-
nia u2= t2 i lo2= *£lc2 = <£gc2. Poniewaz jednak kat lo2 jest potowag kata aco, przeto
i kat la2 réwna sie potowie kata oal. a ztad fa2 = -$ila2 i /\la 2 /S~fa2, z czego wynika,
ze 12=2f i la= uf. Z powyz zych rzeczy wynika réwnos¢ linij g2. 12 i f2, bedacych promie-
niami kota 2, stycznego w q i/ do ot i o/,, oraz stycznego do kota I w punkcie /.

Pozostaje jeszcze do dowiedzenia, ze punkta stycznosci / i g moga by¢ z catg doktadno-
$cig oznaczone, za pomocg samych tylko tukéw, bez uzycia prot“topadtych spuszczonych z 2 na
ot i ott.

Z przystawania tréjkatbw wynika réwno$¢ linij eg, c/, a/, af i ta wiasnie wyjasnia przy-
czyne dla jakiej zataczamy z a i c¢ tuki o tymsamym promieniu, aby oznaczy¢ nastepnie punkta
stycznosci y i / i taczaca je cieciwe fg.

2gi sposdb. Fig. 119, Chcac wpisa¢ w kat CBF kota styczne do siebie i do
ramion kata ( BF, obieram na Bn dowolnie punkt Oi kresle koto /; w punk-
cie x kredle styczng rs i przepotawiam kat rwB dwusieczng wa, ztad otrzy-
mam punkt o, z ktérego promieniem ox zataezam koto II.

W celu otrzymania punktéw stycznosci y i/ kresle oy, <>f+FR.

Uzasadnienie konstrukcyi. F'0- 119. Tréjkat wox ~ A woy, poniewaz "X U = ~yw 0 i prze-
ciwprostokatnia ow = ow, a ztad oy = ox i réwne prostopadiej, spuszczonej z o na BCma wiec
Il jest kotem styczuem do kota | i do obu ramion kata etc.

Praktyczne zastosowanie. Fig. 120 przedstawia pinakl (eine Wimberge),
na ktérego szczycie konstrukeya podtug Fig. 118 wykonang by¢ moze.

Praktyczne zastésowanie. Fig. 121 przedstawia konstrukcye dachowg, w ktd-
rej przestrzenie tréjkatne i czworokatne stycznemi kolami sg wypetnione.

Praktyczne zastdsowanie. Fig. 122 jest czesciowg konstrukeya zebatego
kota. Czesci ab, bc, cd___ sg rowne pomiedzy soba, a cale koto jest ich
wielokrotnoscig. Na czesci kota podziatlowego NS ustepy wolne miedzy zebami
réwnaja sie grubosci pojedynczego zeba; punkta b, g, n i v sg $rodkami tu-
kéw, dajacych zebom wiasciwy ksztatt. Bok zeba (die Flanke) Gt réwna sie
szerokosci G.J. AB jest gruboscig kranca kota, a réwna sie Gt. Inne czesci
sg juz z konstrukcyi tatwe do zrozumienia.

8. 246.
Zagadnienie. Fig. 123. Dany jest jakikolwdek tréjkat FGC; wpisaé
W niego styczne kota.
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Rozwigzanie. Trzy katy danego trdjkata potowimy prosteini Cr, GO i FO,
te linije przetng sie w o0; z O wyprowadzamy na boki prostopadie ov, Ot
i Os, a otrzymamy styczne punkta v, t i s, promieniem Os = Ot — Ov zata-
czamy koto.

Uzasadnienie twierdzenia. Gdy dwa katy tréjkata przepotowimy, a z punktu przeciecia
sie linij potowigcych odlegtoscig jego od jednego z trzech bokéw zatoczymy koto, to ono bedzie
w tréjkat wpisane.

Mamy dowie$¢, ze Os — Ot — Oo. Tréjkat COs » ~ COv, bo CO — CO jako przeciw-
prostokatnia, sCO = vCO, z tego wynika: Os= Ou. Dalej sFO ~~ tFO, bo OF — OF
jako przeciwprostokatnia, -< sFO = <$-tFO, z tego wynika: Os = tO; zatem 0$ = Ot — O».
a z réwnosci tych prostopadtych wynika, ze koto zatoczone z O jedng z nich, przechodzi¢ musi
przez s, i, v. Poniewaz Os jJ1ICF, Ot+ FG-. OoJ_ CG, przeto boki tréjkata sa styczne do
kota czyli koto jest stycznie w tréjkacie wpisane.

Dodatek. Jezeli punkt przeciecia promieni potowigcych dwa katy w tréjkacie, potaczymy
z trzecim wierzchotkiem, to ten trzeci kat zostanie tg taczaca prostg takze przepotowiony, a z tego
wynika, ze te trzy linije potowigce trzy katy przecinajg sie w jednym punkcie.

8 247.

Zagadnienie. Fig. 124. W dany réwnoboczny trojkat KLo wpisaé sty-
czne koto.

Rozwigzanie. Katy K, L i o potowimy prostemi KS, LI1' i oll, te muszg
sie przecig¢ w O; punkta przeciecia I, Il i Il zaznaczamy i zataczamy
z nich promieniem 10 koto, ktére inne boki w Il illl dotyka. Albo: z punk-
tow L, o, K wyprowadzamy na przeciwlegte boki prostopadte LP, oll i KS,
to te muszg sie przecig¢ w O; I, Il i Il sg punkta styczne, przez ktore
koto o promieniu 01 = OIIl =011 przechodzi¢ musi.

Do tego twierdzenie.. Jezeli kat u wierzchotka tréjkata réwnobocznego lub réwuornm'en-
nego prosta przepotowimy, to ta prosta potowi takze i bok i jest do niego prostopadis.

Dowéd. L Koli= <ELoli, Ko = Lo, Ho — llo, zatem»A Koli Si Loli, z tego wy-
pada: Kll= LII i ollK = <10//l. = P. W ten sam sposéb dowodzimy, ze Kl = ol,
ulll = L1, a poniewaz tréjkat jest réwnoboczny, przeto te sze$¢ odcinkdéw sg sobie réwne.
Te sze$¢ tréjkatow KOII, LOIT, LOJLL itd. sg przystajace, bo majg po jednym kacie ostrym
i jednej przyprostokatni odpowiednio sobie réwne, przeto te trzy odlegtosci punktu O od trzech
bokéw sg sobie r6 \ne, a zate'm koto O w tréjkacie réwnobocznym jest stycznie wpisane.

Dodatek. Poniewaz 00 — KO — LO, wiec mozna trdjkat réwnoboczny wpisa¢ w kotu,
ktérego $rodek bedzie w O.

§. 248.
Zagadnienie. Fig. 125. W kwadrat CDGK wpisaé stycznie koto.

Rozwiagzanie. Poprowadzmy przekatnie CG i DK, naznaczmy punkt prze-
ciecia 0 i wyprowadzmy z niego na jeden z bokéw np. CK prostopadig Oz,
to t jest punktem przeciecia prostych i punktem stycznym kota majacego sie
wpisa¢. Promieniem Ot zataczamy z O koto.

Do uzasadnienia konstrukcyi, Fig. 125 podajemy nastepujace twierdzenie: w kwadracie sg
przekatnie sobie réwne, ich $rodek jest réwno oddalony:

1. od wszystkich wierzchotkéw;

2. od wszystkich bokéw;

Przyjecie. CDGK jest kwadratem, DK i CG jego przekatnie Ot L CK,

Zatozenie Isze. DK = CG i KO — GO = DO = CO.

2gie. Ot — prostopadtym z 0 na trzy inne boki spuszczonym.

Dowéd do Igo. KGD A KGO podiug Igo przyp. przyst. trojk., zatem DK = CG

i §I'KDG — *3; GKD i <€ ODK = GKD, zatem tez CDK = -4 GDK, z tego samego
powodu jest <jt DCG —  KCG i t. d. Przeka,tnle p0+0W|q zatem katy. /\ CDO ~ /\ KGO
podtug 2go przyp. przystaw, trojk., zatem KO = GO = DO CO.

Whniosek. Przekatnie sg do siebie prostopadte, a kwadrat moze by¢ z O opisany kotem.

Dowdd do 2go. Przystajace tréjkaty KGO, KCO, CDO, DGO majg réwne wysokosci, te
prostopadte, ktére z O na boki poprowadzone zostaly i leza naprzeciw katéw 45°. Bok CK jest
przeto rzeczywistg styczng do kota 0, tak samo inne boki sg styczne do tego kota.



§. 249.

Zagadnienie. Fig. 126. W kwadrat uko$ny KLNP wpisaé¢ koto.

Rozwigzanie. Poprowadzmy przekatnie, ktére sie w punkcie O przetna,
z 0 zatoczmy dowolnym otworem cyrkla tuk 1, 2; z 1 zatoczmy promie-
niem :> od potowy 1,2 tuk, ktéry i 2 tym samym promieniem w n przeci-
namy. Poprowadzmy przez punkta O i n do NL prostopadta de. Promieniem
dO zatoczmy styczne koto.

Do uzasadnienia niech postuzy twierdzenie: w kwadracie uko$nym przekatnie potowia
katy i przecinaja sie prostopadle, ich $rodek jest od wszystkich bokéw réwno oddalony.

Przyjmijmy, ze KLNP jest kwadratem uko$Snym. PN — NL — LK = KP i alt _L PN.

cd + NL.
Twierdzenie. KNP = KNL. PL _L NK, a prostopadta Ob — Od = Oa = Oc

Dowéd. A NOL NOP podtug 3go przypadku przystawania trojkatéw, bo PO Si OL
(w kazdym réwnolegtoboku potowia sie przekatnie). ON = ON i, PN — NL z zalozenia. Ztego
wynika réwno$¢ jednakich katéw PNO, LNO i PON, LON-, jezeli jednak katy przylegte sg ro-
wne. to kazdy ® nich wynosi jeden prosty, zatem NO j_ PL.

Dalej A NQc”~ A NOb, bo sg tréjkatami prostokatnemi. w ktérych przekatnia ON —
— ON, A ON/>= <f£ ONc. Zate'm jednakie boki Ob i oc s sobie réwne; w ten sam sposdb
wypada takze Oc = Oa = Od.

Dodatek. Ob= Oc, = Oa = Od sg promienie jednego kota 0. w koncach ktérych b, c,
a i d cztery prosie NP, NL. LK i KP jako styczne sg prostopadie.

8. 250.

Zagadnienie. Fig. 127. Wpisaé koto o w tréjkat réwnoboczny tak, aby
punkt ¢ byt jednym z punktéw stycznych.

Rozwigzanie. Potgczmy dany punkt ¢ z o i przedtuzmy prostg na dét,
z | to jest z punktu przeciecia sie prostej ¢cG z okregiem, zatoczmy promie-
niem tuk aob, naznaczmy punkta a i b i polgczmy je z c. "Roéwniez mozna
takze G naznaczy¢. Promieniem eb zatoczmy z e tuki bF i aC. a z a tuk
cb€r, przez co otrzymamy punkt przeciecia G. Potaczmy ten punkt z punk-
tami a i b prostemi, az te zatoczone tuki aC i bF w Ci F przetng, to CiF
sg inne punkta wierzchotkowe tréjkata. W konicu poprowadZmy CF, to
/\ CFG jest réwnobocznym stycznie na kote opisanem.

Uzasadnienie. Zatoczywszy tuk z punktu/, przeciecia sie okregu kota o scG, otrzymane
wysoko$¢ tréjkata cG i $rodek o stycznie opisanego réwnobocznego tréjkata GFC, dalej oba.
punkta styczne na kole a, b, a ze ob i oa sg prostopadte do GF i GO, bo <): obG = <£ 0aG

P jako katy okregowe, ktére obejmujg pétkole swemi ramionami. 1'nnkta a, f b sa wierz-
chotkami foremnego sze$ciokata wpisanego' w koto o, A afb = 120° i ab — be — ca bokom
réwnobocznego tréjkata abc wpisanego w kolo o, ktory jest czwartg czeSciag CFG, to ObG
sktada sie /. czterech przystajagcych réwnobocznych tréjkatéw: dlatego ab réwna sie potowie
opisanego bokn zadanego réwnobocznego tréjkata; z tego powodu oznaczono G jeszcze drugim
sposobem, za pomocg luku cbG zatoczonego z a promieniem réwnym ab.

8. 251.
Zagadnienie. Fig. 128. Na danem kole opisa¢ stycznie kwadrat.

Rozwigzanie. Przez O poprowadzmy dwie prostopadie do siebie proste
BD i AC, oznaczmy na AC punkta g i k i przenieSmy na poétkole gabk pro-
mieh trzy razy, to bedzie ga = ab = bk = gO. Zatoczmy z k promieniem ka
tuk aBd, a z g zatoczmy promieniem gb = ka tuk bBc, to tuki te przetng
sie w punkcie B, ktory jest wierzchotkiem kwadratu. Z O przetnijmy pro-
mieniem OB przekatnie w A, D, C. Polgczmy A zB, B zC, C z D, Bz A,
to boki powstatego kwadratu bedg styczne do danego kota.
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Uzasadnienie. 1. W foremnym sze$ciolecie wpisanym w koto o promieniu r, bok jego
réwna sie r; foremny szescioksjt sktada sie ze sze$ciu przystajacych trojkatéw, ktdrych wysokosé
réwna sie potowie boku a, réwnobocznego tréjkata w toz samo koto wpisanego. Potowa boku

réwnobocznego trojkata wpisanego w to samo koto = J 3, przeto calybok a= r |3,
2. Bok kwadratu opisanego na kole o promieniu r = 2r, a przekatnia d tego kwadratu
=2l 2, zatem potowa przekatni BO = r L 2 e ).
3. W tréjkacie prostokgtnym BOg jest znowu EOZ = -_5:;12 —“g-(_)2 czyli:
B0 — Sr*—r2= 2r~aBO —ry f . . .. 2).

Z obu réwnan (1) i (2) widzimy, ze potozenie punktu B jest oznaczone za pomoca boku
tréjkata réwnobocznego w koto wpisanego, o promieniu réwnym jego bokowi.

§. 252.

Zagadnienie. Fig. 129. Na danem kole opisa¢ kwadrat uko$ny o danym
kaeie «.

Rozwiazanie. Przez srodek O prowadzimy dowolng sieczng np. bf, ktorg
uwazamy za ramie danego ostrego kata a. Nastepnie oznaczamy zewnatrz
tej figury dopetnienie kata «, czynigc fOg = 90° — a, naznaczamy roéwno-
cze$nie punkt ¢ kota. Kreslagc teraz do gc w g i ¢ prostopadte FD i BJ,
oznaczymy potozenie dwdéch bokéw kwadratu ukosnego. Kreslagc w O na bf
prostopadtg S$rednice ad, to poprowadzone z jej kohcow a i d prostopadie
DB i FJ, przetng sie z poprzednio ozuaczonemi w punktach B, D, Fi J,
ktore bedg wierzchotkami zgdanego kwadratu, a jego boki bedg styczne do
kota O, stykajgce sie dwa boki FD i DB i dwa drugie obejmujg dany kat«.

Uzasadnienie. Mamy dowie$¢, ze czworobok, ktérego boki sg styczne do danego kota O,
jest rzeczywiscie kwadratem uko$nym.

Ze kazde dwa jednako lezace boki sg réwnolegle, wyplywa z twierdzenia:

a) gdy dwie proste sa do trzeciej" prostopadte, to sa réwnolegte. Kazde dwie z nieb sg sobie
réwne, wyplywa to ze znanego twierdzenia:

b) réwnolegte miedzy réwnolegtemi sg sobie réwne.
c) ze kat a zawartym jest pomiedzy FD i DB, wynika to juz z powyzszego okre$lenia. Mamy
jeszcze tylko okazaé, ze cztery boki FD, DB, BJ i JF sg sobie réwne.

1 DOg " DOa, bo majg réwne przyprostokatnie (r) i przeeiwprostokatnie DO, za-
tem Dg = Da.

2, /\ FdO /\, FgO, bo majg réwne przyprostokatnie (r) i przeeiwprostokatnie OF, za-
tem Fg = Fd.

Tak samo dowodzimy réwnosci stycznych Ba i Be; a poniewaz OF — OB, przeto Fg
= Bc = Ba — Fd.

2. bg - Fg — Da -f- aB czyli DF = DB.

3. Podlug b) jest JB = JF = DF — DB, t. j. czworobok styczny do kofa O jest
rzeczywiscie kwadratem uko$nym.

8. 253.

Zagadnienie. Fig. 130. Na danem kole opisa¢ pieciokat foremny.

Rozwigzanie. Podzielmy okrag danego kota na dziesie¢ réwnych czesci
i poprowadzmy przez Srodek O promienie 1, (i, 2, 7, 3, 8 it. d. Poprowadz-
my przez punkta 2, 4, 6, 8 i 10 styczne AB, BC, CF, FG, GA; kazde dwie
takie styczne przetng sie na prostych 1, 6, 3, 8, 5, 10, 7, 2 i 9, 4.

Dowod do Fig. 130. Mamy dowie$¢, ze wielokat ABOFO na kole O opisany jest rzeczy-
wiscie pieciokatem foremnym.

1 A20 /f B20, bo przyprostokatnie 02, A02 i B02 majg réwne, zatem
A2 — B2. Tak samo dowodzimy

2. ze A10= G10, 08 —F8 i t. d. Dalej jest

3. A al0O~ /\, A20, bo majg réwng przyprostokatnie i réwng przeeiwprostokatnie,
zatem AlIO = A2.

13
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Z |, 2, 3 wypada AB — ACi. W ten sam sposéb dowodzimy réwnosci reszty bokéw. Ko-
wuos¢ k*®év wyptywa z przystawania dziesieciu prostokatnych trojkatow.

8. 254.

Zagadnienie. Fig. 131. W kwadracie BCFD wyszuka¢ punkta okregu
kota, ktore potgczone od reki, datyby nam koto.

Rozwigzanie. PoprowadZmy przekatnie kwadratu, naznaczmy O, popro-
wadzmy przez ten punkt KL L BC i 5'5 L CP. podzielmy kazda potowe bo-
kéw C5, 5F, B5\ 5'D na pie¢ réwnych czesci, oraz podzielmy 5'0 — 05 na
pie¢ réwnych czesci. Potgczmy K ze wszystkiemi punktami podziatu czesci
C0, z punktami podziatu czesci B5' i z punktami podziatu czesci 05' i 05.
Punkt L potgczmy z punktami podziatu czesci F5. 05, 05' i 5'D. Szukajmy
przecie¢ tych prostych, ktére przechodzg przez jednakie liczby, jednaka liczbg
sg ograniczone i lezg po tej samej stronie prostej KL. Np. KI przecina LI
W punkcie a. L2 przecina K2 w punkcie h. KI przecina LI w r. K2 prze-
cina L2 wn i t. L Woynalezione punkta a, b, ¢, f, g, kl1n i r etc. taczymy
od rekKi.

Uzasadnienie kre$lenia. Fig. 13L Rozwazmy oba tréjkaty prostokagtne KLN i LFI, a prze-
konamy sie, ze LF:FI = 5:ti LK :LU -= 10:2 lub == 5: 1; mamy przeto dwa rowne
stosunki, zatem otrzymamy nastepujaca proporcye: LF :Fi = LF : LU, obok tego LF1
= KLN = /' wynika z tego podobienstwo trojkatéw podtug drugiego twierdzenia o podo-
bieAstwie: Zs FLN ~ /\ LFI. Poniewaz jednak obie przyprostokatnie sa do siebie prostopadle,
przeto muszg takze i przeci prostokataie KN i LI by¢ do siebie prostopadte. Przytoczony wy-
nik upewnia, ze punkt przeciecia r obu przeciwprostokatnicli jest wierzchotkiem kata okrego-
wego KrL, ktéry 90° wynosi, zatem punkt r jest punktem na okregu kota.

2. Rozwazmy oba tréjkaty prostokatne KLA i LF2\ znajdziemy znowu LF :F2 —5:2,
i KL:LA —10:4 lub 5:2, zatem LF :F2 = KL :LF, takze LF2 -= KLF = P.
Z tego wyplywa: KLA * LF2; ob'e jednak przyprostokatnie sg do siebie prostopadie,
zatem musza takze przaciwprostokatnie AK i L2 do siebie by¢ prostopadte. Ostatni wynik upe-
whnia nas, ze LnK ~ P jest katem okregowym, zatem jego wierzchotek n jest punktem na
okregu kota. W ten sam sposéb dowodZ my, ze iune punkta k, g. f i t. d. sg punktami okregu
kota 0.

§. 255.

Objasnienie, Niech bedzie tuk BgC, Fig. 132, ktdrego Srodek lezy pod
BC. Podzielmy czesci tuku Bg i Cg na dowolng ilos¢ réwnych czesci, np. na
cztery, tak ze calty tuk na oSm réwnych czesci bedzie roztozony, poprowadz-
my przez te punkta podziatu i przez konicowe punkta cieciwy BC pro-
mienie, zatoczmy z punktow B i C inki Cb3l i Ba3", naznaczmy punkta prze-
ciecia tych promieni z tukami w punktach b i a, pottm w 1,2, 3i 1', 2", 3';
nastepnie 1(, 2,, 3, i i, 2", 3", to przekonamy si¢: ze peki promieni, wy-
chodzacych z B i C, skladaja sie z elementow zawierajacych réwne Katy,
a mianowicie nBC, nBIl i t. d., nastepnie BCn, c¢Cd, dCfit. d., a mianowicie
podtug twierdzenia: wszystkie katy okregowe majgce za miare te same, luki, sg so-
bie réwne. Poniewaz katy okregowe w B i C sg réwne, a punkta Bi C sg za-
razem Srodkami tukow Cb3l, S3", przeto muszg takze odpowiednie im luki,
jako to: C3, 3,2, 2,1 it. d., nastepnie S3', 3,2, 2,1 it d pomiedzy
sobg by¢ réwne, a to na mocy twierdzenia: w jednim i tem, samem kole Ilub
w kotach réwnemi promieniami zatoczony:h, zatem w kotach do siebie przystaja-
cych, rownym katom Srodkowym, odpowiadajg réwne tuki, cieciwy i t. d.: z tego
wyptywa wniosek:

§. 25t>.

Zagadnienie. Fig. 132. Cieciwa BC i wysokos¢ gh tuku niech beda
daue; nakresli¢ pojedyncze punkta tuku.
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Uwaga. To zagadnienie zdarza sie¢ wowczas, gdy mamy nakresli¢ luk bardzo
wielkiego kota, przyczdém nic mozna uzy¢ cyrkla do zatoczenia go. Przypadek
ten zajs¢ moze takze, gdy pod BC S$rodek kola dla przeszkéd nie moze by¢
obrany.

Rozwigzanie. Promieniem BC zatoczmy z B i C luki C3,, B3 i to
w tym Kierunku gdzie sie wierzchotek g tuku znajduje. Dany wierzchotek
g tuku potgczmy z B i C prostcmi, prowadzac je tak daleko, aby przeciety
tuki C3l i ‘B3" w b i a. Nastepnie przenieSmy od ¢ i b na dot i do gory do-
wolnie réwne czesci kilka razy, a otrzymamy: al" —al'— 12" it.d., =
bll= 1,2 — 1,2, = itd. Proste ograniczone jednakowemi liczbami tworza
punkta przeciecia, ktére do tego samego tuku naleza, np. C3' przecina B3i
w punkcie ¢; C2' przecina B2X w punkcie d. Punkta B, c,d,f, g— {gczymy
krzywag od reki.

Twierdzenie. Punkta. n, I, k.f. b, e sa punktami okregu kota, ktdrego S$rodek jest pod cie-
ciw:} BC.

Dowdéd. Przez dany punkt g okregu kota prowadZmy promienie PB i Ca\ poniewaz po-
dtug wykreslenia tuki CbC¢i[ i BaS" z h i a w réwnej wielkosci przeniesione zostaty, przeto od-
powiadajg im réwne kijty $rodkowe przy B i C. Jednakowemi cyframi oznaczone elementu, pa-
kow promieni, ktorycti $rodek w li i C lezy, w punktach n, i, k, t. d itd. przecinaj'} sie; t3-
czymy je prostemi nl, Ik itd.,, a w ten sposéb utworzymy linii} ciggta ztozona z elementéw.
Punkta B i C sa dane punkta okregu kota iodpowiadajg zatozeniu nCl.= ~ 1Bn, zate'm réwne
katy obejmuja te sama prosta nl, a ta jest cieciwa, zatem punkta |lin sa punktami okregu kota.
Rownie mACk — 1Bk, ich wierzchotki lezg w punktach C i B okregu kota, zatem element
lic jest cieciwa, a przezto takze punkt k jest punktem tego samego kota; poniewaz jednak
wszystkie te katy okregowe sa sobie rowne, przeto i cieciwy In i Ik sa sobie rowne a ich odpo-
wi dnie tuki przystaja do siebie. W podobny sposéb dowodzimy takze, ze punkta/, d,e sg punk-
tami okregu kota. Dalej rozwazmy, iz $rodek O kola, ktérego cieciwag jest BC, znajduje sie
dlatego pod nia, poniewaz prostopadte, wyprowadzone ze S$rodkéw réwnych elementéw, ktore
réwne katy zawieraja, tylko po jednej stronie BC w jednym punkcie po stronie wklestej prze-
cinajg sie.

Praktyczne zastésowanie. Fig. 133. Przedstawia dylowy #tuk, ktorego za-
krzywienie jest tukient kota. Taki tuk moze by¢ podtug figury 132 nakre-
Slony. Poniewaz wykre$lenie to jest pojedyncze, wykonanie przeto z pomocg
podziatki, trzy razy wiekszej jak umieszczona, jest dla poczatkujacych ko-
rzystne, przyczem probowa¢ mozna naktadania farbami.



Praktyczne Cwiczenia konstrukcyjne i nauka
0 krzywych.

Konstrukcja tukow na skrety przy wierzchniej budowie
drog zelaznych. *)

8. 257.

Uwaga. Zaleca sie uczacym, przy konstruowaniu uzywa¢ cyrkla, otéwka
itp. takze lewa reka.

Zagadnienie. Fig. 134. Dane sg dwie rownolegte linie kolejowe af i gc,
znajdujgce sie w odlegtosci/c; mamy punkt a prostej af potaczy¢ z punk-
tem c prostej cg zapomoeg tukéw o danym promieniu li tak, aby te tuki
byty stycznemi w punkcie t.

Rozwigzanie. Wyprowadzmy w a na fa prostopadta aO' i odetnijmy
dtugos¢ réwng R. W dowolnym punkcie prostej cg wyprowadzmy druga
prostopadta do gdry réwna takze R. W odlegtosci li od i nad cg popro-
wadzmy trzecig rownolegta. Z O' przetnijmy promieniem R-\-R — R"-\-R™'
trzecig przez O poprowadzong réwnolegta, to otrzymamy punkt przecigcia O.
Z O poprowadzmy do cg prostopadta Oc, to punktc jest punktem, w ktérym
krzywa droga w prosta wpada, ten punkt jest punktem stycznym (Berih-
rungspunkt). Jezeli potaczymy O z O', to na tej prostej lezy punkt styczny
t tukéw. W koncu zatoczmy z O' i O tuki at i tc.

§. 258.

Obliczenie skretdw.

Chcac obliczy¢ ce = af, to pomys$lmy sobie przez O do linii kolejowej tak daleko popro-
wodzong trzecig réwnolegta, aby przedtuzong O'a w k przecieta: wskutek tego powstanie tréj-

*) Jak do$wiadczenie uczy, ¢wicza uczniowie takze przy tego rodzaju elementarnych teo-
ryach swoje zdolno$ci z szczegdlnem zamitowaniem i rysujg powyzsze przedmioty z chwalebng
gorliwoscia, bo uznajg obok potrzeby najwazniejszego wyksztatcenia umystu, takze potrzebe nau-
czenia sie praktycznych wiadomosci w zyciu.
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(o] 2
kfjt prostokatny OkO\ w ktédrym Ok jest tak wielkie jak skret cg—x. 0 0 ' £ 0 ®’=
-------- 2 A~Z~2 w2
00" — fcO',x= 00" — kO' , zatem 00'= 2B, odlegtos¢ obu linij kolejowych niech be-

dzie E, zatem kO'= 2E—E; %—J/"4RE—E2

Praktyczne zastosowanie.

Promien krzywizny niech bedzie réwny 100 sgzni, E = 2° podstawmy te
wartosci w powyzszy wzér, a otrzymamy x = J/4 «100+1m- 4= | 800 — 4
— 796, |"796 = 28+°213.

Zagadnienie. Zamiast 100° i 2° podstawmy w powyzszym wzorze rowne
wartosci 189-648 metrow i 3-793 metrow; potem obliczmy sr.

8. 259.

Zagadnienie. Fig. 135. Punkta a i b dwdch zbiegajacych sie linij kole-
jowych NM i PS sg dane; mamy je potaczy¢ lukami kota i styczng tak,
aby luki kotowe o promieniu R byly styczne do aS i Mb w a i b

Rozwiazanie. Poprowadzmy w b do MN prostopadtg bo' i dajmy jej dtu-
gos$¢ réwna danemu promieniowi, tak samo wyprowadZzmy w a prostopadig
ao= R. Zo i 0 zatoczmy promieniem R tuki a2f i hic, i poprowadzmy
styczng 1, 2.

8. 260.

Zagadnienie. Figury 136 i 136 a. Dane sa réwnolegte linije kolejowe NP
i ST, k jest punktem wyjscia, g punktem wejscia (oba sg punktami sty-
cznemu), dtugosé jednej stycznej — AB, diugos¢ skretu gb==ak; mamy na-
kresli¢ tuki skretu kBt, A,g i styczna.

Rozwigzanie. Wyprowadzmy dowolnej diugosci w k do ST prostopadig
kO,, a do NR w g prostopadtg gOv PoprowadZmy w prostokacie gbka prze-
katnie, ktdére sie przetng w O. Podzielmy dang styczng AB w punkcie o0 na
dwie roéwne czesci i zatoczmy z O promieniem oA = oB koto. Z k przenies-
my do O, potowe stycznej, zatoczmy z O, koto. Potgczmy O z Ol prostg
i wyprowadzmy w punkcie przepotowienia tych prostych (2 prostopadig fd ,
ta w przedtuzeniu przetnie prostg k03 w O, Prosta OJc jest znalezionym
promieniem, ktérym z 03 i 02 zataczamy tuki kB, i gAv Polgczmy naresz-
cie A, i Bx prostg AIBi, to ta musi przejs¢ przez O.

Kolej szynowa w Baltimore*) w Ameryce.

§. 261

Zagadnienie. Tab. IV., Fig. 137. Nakresli¢ plan gtéwny Kkolei zelaznej
w Baltimore w Ameryce poinocnej, podiug podanych miar w wiekszych roz-
miarach.

Rozwigzanie. Roéwnolegte szyny drogi zelaznej lezg w SN i PR, odle-
gtos¢ szyn (Spurweite) niech bedzie SP = W. Poprowadzmy AB prostopadle
do SN, przenieSmy od SN na AB do géry 6W, od BR na dot 6W, to doj-
dziemy do réwnolegtych muréw prywatnych i kolejowych budynkéw. Od PR
przenieSmy na AB miare 11 %W to przyjdziemy do punktu $rodkowego g{.

*) Lezy w Stanach Zjednoczonych Ameryki pétnocnej w Panstwie Maryland, ma 200,000
mieszkancéw, nad Patapsko; jest jednem z pierwszych miast handlowych w Stanach Zjednoczonych*
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Na BA wyprowadzamy z gl prostopadta gxg. Prostopadta g = 24.W. Wg
wyprowadzmy do gy prostopadtg FG) podzielmy gxy prostopadtg CD, w ktd-
réj cztery proste nachylone pod katem 10° tak sie przecinajg, iz jeden punkt
przeciecia lezy nad gxy, drugi za$ pod tg prostg. Inne czesci konstrukcyjne
wynajdziemy z linij pomocniczych i zaznaczeh (Coten).

Przekr6j kamiennego jazu.

§. 262.

Zagadnienie. Fig. 138. Nakres$li¢ przekr6j kamiennego jazu *).

Rozwigzanie. Poprowadzmy poziomg nM, z obranego punktu a wypro
wadzmy do nM pionowg ab i podzielmy ja na cztery réwne czeSci, jedne
takg cze$¢ przenieSmy od a do n, a wtedy bedzie cm= ljiab, polgczmy n
z b, poprowadzmy z b do nb prostopadtg b5 i przenieSmy na nig ba-{- y*ba
= 65 = R. Zatoczmy z punktu 5 tuk bde. Nakresimy <Xb5e = 120". Prze-
dtuzmy 5e do gory i odetnijmy eO == 4li -)- LiR. Z O zatoczmy promieniem
Oe tuk eM. ktérego dtugos¢ wynajdziemy, jezeli kat b5N = 80° nakreslimy
i OM réwnolegle do ramienia 5N poprowadzimy. Na MO poprowadzmy w M
pionowg (styczng do tuku eM).

tuki wznoszace sie.

8. 263.

Okreslenie. Fig. 139. ProstaBD zowie sie linijg wzniesienia (Steigungs-
liniej, BC odlegtoscia filarow [rozpiecie] (Entfernung der Pfeilerkanten [Spann
weite]), DC wielkoscig wzniesienia [réznica miedzy wysokosciami tukéw].
0 szczytem tuku.

(waga. tuki to uzywane sg najczesciej przy budowie schoddéw.

8. 264.
Zagadnienie. Dane sg BC i CD; nakresli¢ tuk wzniesiony.

Rozwigzanie. Przedtuzmy BC az do d i zatoczmy z C tuk IM, przepo-
tbwmy Bd w k, wyprowadzmy z k do Bd prostopadta ko i z i) na ko pro-
stopadtg DF, to /- i F sg punktami $rodkowemi dla tukéw Bo i Do. BT
jest styczna do tuku Bo.

Praktyczne zastosowanie.

§. 265.

Opisanie. Fig. 140 przedstawia widok wznoszacego sie sklepienia, opar-
tego na stupach. Pod bd albo nad przedstawiong gurtg, wyobrazmy sobie

*) Fundament jest toki sam jaki przy jazach budowanych z drzewa, zaklada sie ruszt na
palach ograniczony $ciang szpuntowa, a po wypetnieniu starannem przykrywa sie dylami, Na
nim muruje sie jaz. Wedtug tego przekroju buduje sie jaz z grubych kamieni spojonych dobrem
wapnem hidrauliczi em, a jego wierzch pokrywa sie wiekszemi ciosami s arannie obrobionemu.
Niepotrzeba obrabia¢ cioséw z wierzchu. Chropawa powierzchnia jest wiasciwsza i sprawia wi-
dok wiekszej mocy. Nizej jazu bije sie jeszcze szereg pali, ktérych konce sg pod najnizszym sta-
nem wody i wypetnia sie miejsce miedzy niemi na prawo od M wielkiemi kamieniami, a te upo-
rzadkowane Kklinuje sie matemi kamreniami, aby sie nie wyruszyly. To tozysko kamienne tworzy
cze$¢ prostg jazu, ktéra wyglada jako styczna na prawo od M.
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potozone ramie schoddéw, ktérych wangi do bd réwnolegle leza. Gorny tuk
kreslimy tak samo jak i dolny \ punktow K \f.

8. 266.

Zagadnienie. Fig. 141 Konstrukcya wzniesionego tuku. ligi sposob. Dane
sg rozpiecie ae, wzniesienie eb i linija wzniesienia ab.

Rozwigzanie. Przepotdbwmy ae w v i poprowadzmy w tym punkcie po-
dziatu do ae prostopadty ov; naznaczmy punkt przecieciaws, przepotéwmy <£ asa
linija podziatu sz, przedtuzmy sz tak, aby ta przecieta ae¢ w O, uczynmy
so = as i potaczmy o i O. Poprowadzmy z T l«« i nakreSlmy zt | do ab,
to 7z i tz przetng sie w s. Poprowadzmy bf| do ae, ze $rodka™/ zatoczmy
tuk <h a z O tuk na

8. 267.

Zagadnienie. Fig. 142. Konstrukcya wzniesionego tuku sposobem Moim.
Dane sag rozpiecie ac, wzniesienie be, linija wzniesienia ab i polowa sprze-
zonej osi bd.

Rozwigzanie. WyprowadZzmy w a prostopadtg do ac i przenieSmy na nig
z a odlegto$é ag. ag = bd i poprowadzmy gd. Przedtuzmy ca do gL i zatoczmy
promieniem ag z a tuk gpsg{. Podzielmy agl na dowolng ilo$¢ réwnych cze-
§ci, np. na cztery, i wyprowadzmy z k, I, n prostopadie do gxa, ktére tuk
w uaznaczonyck punktach przetng. Wyprowadzmy z punktu podziatlu o pro-
stej ac prostopadtg do ac. Podzielmy ab na dwa razy tyle czesci co g,a, tu
na osm roéwnych czesci, to otrzymamy punkta podziatu wa, «:, v, n, 2,4

Przez te punkta poprowadzmy do bd rownolegte k's, 1V, p'n___; odetnijmy
lés' = 5.6 = ks, Iv = 3,4 = r1,«p' = 1,2 = pn, a Srodkowa prosta ro-
wna #«. Otrzymane s', r, p , f, 1 ... taczymy od reki, a bedzie krzywa
elipsy.

Graficzne uzasadnienie. WyobraZzmy sobie koto K\ K" na plaszczyZznie prostopadtej E
na pierwsza ptaszczyzne rzutu, tworzaca z drugg kat ostry v tak potozona, aby $lad poziomy
w Iszej éwiartce od punktu lezacego po lewej stronie O na AX w prawo sie rozciggat. Wyo-
brazmy sobie poprowadzone prostopadte cieciwy do poziomej $rednicy kota w réwnych odlegto-
Sciach na pierwszg plaszczyzne rzutu. Dalej niech bedzie dany promien <% S" sko$nie rzuca-
jacy wzgledem obu ptaszczyzn rzutowych, lezacy w Iszej ¢wiartce i przecinajacy obie ptaszczy-
zny rzutowe, ktérego rzut pionowy rozcigga sie w prawo w goérze od $ladu i punktu na osi O.
Ptaszczyzna rzucajgca poziomo tego promienia, ma $lad pionowy na prawo od $ladu pionowego
danej plaszczyzny E. Oznaczywszy skos$ny rzut tego kota wraz z $rednica i cieciwami na druga
ptaszczyzne rzutébw nad A X, to powstaty w ten sposéb obraz jest podobny do wykreslenia Fig. 142.

Rozmaite zetkniecia kot

8. 268.

Zagadnienie. Fig. 143. W dane koto o wpisaé trzy styczne kota.

Rozwigzanie. Przeniesmy na okrag promien, poprowadzmy S$rednice /,
7R 11, Vi 7/7, VI; przedtuzmy 111, VI w lewo, a Il, V do géry, uczynmy
aVl= oVI, polagczmy a z | prostg i przedtuzmy jg do gory, dopdki prze-
dtuzonej 77, V. w O nie przetnie, przepotdwmy kat aOV prostg Ob, to otrzy-
mamy punkt przeciecia b. Zatoczmy promieniem Ib z b pierwsze koto, ktore
alll i OV dotyka¢ bedzie i odetnijmy Illc = Vd = Ib. Punkta c i d stuzag
za $rodek do zatoczenia dwoch inuych kot stycznych.

Uzasadnienie. Odlegto$¢ a VI réwna promieniowi oV 1 podtug wykreslenia. W trdjkacie
rownobocznym lo VI kazdy ksjt wynosi fi0° i I, VI—aV1 jako wynik wykreélenia; dalej laVl
—al, VI— 2 1Vlo = 30° zatem nlo = 90° tj. aO lol w punkcie 1; zatem aO jest
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styczng do kota w punkcie /. A aol”™ /\ Qlo, poniewaz majg réwng pr/yprostokatnig i jeden
z katéw ostrych, zatem bok ao= 00 a kat przy o = o, przeto tréjkat Ooa jest réwnoramiennym
tréjkatem, w ktéry sposobem Fig. 123, koto b stycznie wpisane zostato. Trzy sa takie trojkaty
rownoramienne przystajace, zatem te trzy kota sg styczne do siebie i do kota gtéwnego, przystaja
takze do siebie.

8 269.
Zagadnienie. Fig. 144. W danem kole o wpisaé¢ stycznie cztery przysta-
jace do siebie kota.
Rozwigzanie. Okrag danego kota podzielmy na osm réwnych czesci
i poprowadzmy odpowiednie S$rednice I, F, //, VI itd. Przedtuzmy II, VI,
do gory i odetuijmy Oli= o//; potagczmy Fz O prostg, to otrzymamy punkt
przeciecia b. Opiszmy z b promieniem bill pierwsze koto, ktére koto wiel-

kie w HI i promienie Ho i IVo dotknie. Uczynmy la — VIld— Vc= Illb
i zatoczmy z punktow o, d i ¢ trzy kola do siebie styczne. Nakres$imy
kh | I, V i naznaczmy punkt przeciecia /, to otrzymamy flV jako promien

mniejszego kota stycznego; inne linije pomocnicze widzie¢ mozna z wykre-
$lenia.

Bo ze $rodka V nakre$lone koto styczne do S$rednic //, VI i IV. VIII, jak réwniez
i koto, ktérego Srodek lezy w 6, stykaja sie z drugg zewnetrzng styczng tak, iz takowa spotyka
srodkowg Vh w punkcie O pierwszej zewnetrznej stycznej VI. 11 itd.

8. 270.
Zagadnienie. Fig. 145. W dane koto o wpisaé¢ pie¢ kot stycznych.
Rozwiagzanie. Okrag dzielimy na 10 réwnych czesci, kreslimy pie¢ sred-
nic i styczng ab do danego kota F/7, dzielimy <£oba prostg bf na dwie
rowne czesci, otrzymamy punkt 7. Kawatek 7VII jest promieniem kota,
ktore ma by¢ wpisane; promieniem 07 zataczamy z o koto pomoeznieze, przez
co otrzymamy punkta przeciecia 5, 4, 3, z ktérych zatoczymy kota.

Uzasadnienie. Koto 7 styczne do bokow rownoramiennego trojkata aob nakreslilismy
sposobem podanym przy fig. 123, tab. 111. Cztery inne kota styczne lezg réwniez w réwnora-
miennych trdéjkatach, przystajacych do wymienionego, zatem te pie¢ kot przystajg do s-ebie
a ich $rodki sg od O réwno oddalone.

§. 271

Zagadnienie. Fig. 146. W dane koto wpisaé szesé¢ rownych przystajacych
kot stycznych.

Rozwigzanie. Podzielmy okrag na dwanascie réwnych czesci, poprowadz-
my sze$¢ Srednic, podzielmy promien R na trzy réwne czesci i zatoczmy je-
dng takg czeScig styczne koto, np. z punktu S$rodkowego |11 zatoczmy pro-
mieniem /, 111 z | pomocnicze koto, to ono przetnie $rednice w tych punk-
tach, z ktérych zatoczymy inne styczne kola. Z | wypadnie nam jeszcze
zatoczy¢ jedno koto promieniem = 13.1, 1

Uzasadnienie. Jezeli przez punkta 1, 11. 9, 7 itd.,, do danego kota 1 poprowadzimy sty-
czne, to otrzymamy szeSciokat foremny, ktory na sze$¢ przystajacych réwnobocznych tréjkatow
roztozony by¢ moze. Koto styczne w kazdy taki réwnoboczny trojkat moznasposobem podanym
przy fig. 124 wpisa¢. Srodek takiego kota lezy od wierzchotka tréjkata w odieglosci 23 wyso-
kosci jego. W fig. 146 wysoko$¢ tréjkata jest réwna promieniowi kota 11. ktéry na trzy réwne
czesci podzieliliSmy; -/3 tego promienia przypada na koto 111 a jedna trzecia przypada na mate
Srodkowe koto zatoczone z I. ktére dotyka od zewnatrz sze$¢ przystajacych kot a ma /. niemi
réwng Srednice.

8. 272.

Zagadnienie. Fig. 147. Nakresli¢ gwiazde utworzong z tukéw a ozdo-
biong kotami.
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Rozwigzanie. Nakreslmy kwadrat acfx, poprowadZzmy przekatnie i nary-
sujmy na nim takiej samej wielkosci kwadrat bdgl ustawiony rogiem pio-
nowo i naznaczmy punkta przeciecia 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 i 8, z punktow tycti
zatoczmy luki. Dalsze wykonanie wskazuje nam figara.

8. 273.

zagadnienie. Fig. 148. Wewnatrz danego potkola wpisa¢ siedem réwnych
kot stycznych.

Rozwiagzanie. Dane potkole dzielimy na dwa razy tyle réwnych czesci
ile kot stycznych nakreé$lic mamy, tu wiec na czternascie réwnych czesci;
poprowadzmy przez jeden taki punkt, jak np. przez p styczng H, i naznaczmy
punkt przeciecia sie promienia Oo i stycznej nastepnie przepotéwmy
<£0ot, linig 07, ta przetnie sie¢ z Ob w punkcie 11, z ktoérego zatoczymy
jedno z zadanych kot stycznych. Nareszcie zatoczmy promieniem Oli koto
pomocnicze, na ktorem lezy reszta punktow, z ktérych kota styczne zato-
czy¢ mozna.

Dow6d. Styczna ttt tworzy z przedtuzonemi promieniami Oo i OV trojkat réwnora-

mienny OoVI, w ktéry podtug fig. 123 koto styczne wpisaliSmy. Dalsze graficzne postepowanie
wyplywa z przystawania tréjkatéw réwnoramiennych.

8. 274.
zagadnienie. Fig. 149. W dane poétkole wpisa¢ trzy kota styczne.

Rozwigzanie. Poprowadzmy Be a w C styczng C4= Be, podzielmy C4
na cztery rowne czesci i oznaczmy na Be, rownolegtej do AC, punkta b, O, ¢, €
zatoczmy promieniem eh koto przecinajgce réwnolegta poprowadzong przez c
w punktach fi d. Punkta O, f i d sg Srodkami, z ktérych zatoczymy zgdane
kota.

8. 275.
zagadnienie. FIg. 150. W dane pdétkole wpisa¢ tuki styczne i koto.

Rozwiazanie. Podzielmy ssc na cztery réwne czesci i zatoczmy z 1 i 2
styczne potkola; podzielmy promienn av na trzy réwne czesci i zatoczmy z 2
trzecig czescig a2 mate koto styczne.

8. 276.
Zagadnienie. Fig. 151. W rdznolinijne katy fok i gol wpisa¢ kota styczne.

Rozwiagzanie. Naznaczmy punkt stycznosci o i przenieSmy od niego na
promien 04 na dét i do goéry dowolng ilos¢ réwnych czesci; poprowadzmy
do fg przez 1'2'3'4'..... réwnolegte proste nrn, nr, pq........ ; z O poprowadz-
my przez punkta 1, 2, 5 4 itd. tuki, ktdre przetna rownolegte w 7, //, 111
itd. Te punkta przeciecia potgczmy od reki krzywg v, 1, o i Ao ; na tej krzy-
wej lezg punkta, z ktérych kota styczne o réznych promieniach zatoczy¢
mozna; chcac z A zatoczy¢ styczne koto, poprowadzmy dofg z A prosto-
padtg i potaczmy ten punkt z O, to otrzymamy punkta stycznosci z danem
duzem kotem i styczng. Krzywa jest parabola.

Usprawiedliwienie wykreslenia. Fi9- 151 Krzywa pomiedzy styczng a kotem jest parabolg
i miejscem geometrycznem dla $rodkéw takich kot, ktdre styczng fg i kolo O dotykaja.

Srodek kota O jest ogniskiem paraboli IV, 111, I1, 1, A, kierownica (Directrix) LD lezy
rownolegle do fg w odlegtosci réwnej promieniowi Oo nad fg i przecina o$ paraboli 04 w punk-
cie D. Wedtug okre$lenia: ze kazdy punkt paraboli jest réwno oddalony od ogniska i kiero-
wnicy, polega kreslenie miejsca geometrycznego dla $Srodkéw takich koét, ktére sa styczne do gf
i pot k<da parometrowego, ktérego promieniem jest 0O Podtug powyzszego okreslenia kreslimy
parabole 1V, 111 11, I, A, mierzac D1' i tg odlegtoscig z O przecinajac przystawe mn w 7ilo, to te

14
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punkta naleza do paraboli. Lecz to koto przechodzi przez punkt 1, ktéry, poniewaz Do — 00,
widocznie takze Ol= DI' a tak samo 02 = D2' itd., zatem krzywa jest rzeczywiscie parabola.

Promien OB jest '/, parametru i rébwny Do (odlegto$¢ miedzy kierownicg a styczng gf),
prostopadta i 4 na kierownice L niech przecina styczng fg w J a kierownice w K, to be lzie
JK 4f do DO; na mocy wihasnosci paraboli musi OA= AK Ilub OB-~BA= AJA-JK, zatem
jest AJ=AB, wiec kolo A dotyka wskutek potozenia swych promieni proste fg i koto O.

8. 277.

Zagadnienie. Fig. 152. Pomiedzy luk abc i prosty df wpisa¢ kota styczne.

Rozwigzanie. Podzielmy odlegto$¢ 7, 1' pomiedzy tukiem a dana, prostg
wo na dwie réwne czesci, przenieSmy z o do gory i na dot kilka, razy do-
wolny kawatek. Przez punkta podziatlu poprowadzmy pod o do df rowno-
legle, a ze Srodka danego tuku przez punkta podziatu lezace nad o zatoczmy
tuki. Te tuki przetng sie z rownolegtemi w punktach n, I, o, li I, I, 111, 1V
itd., punktate faczymy krzywa, na ktérej lezg punkta, z ktdrych zatoczymy
kota. Krzywa jest parabolg.

Uzasadnienie. Przeprowadza sie¢ w podobny sposéb jak wykre$lenie fig. 151.

8. 278.
Zagadnienie. Fig. 153. Dane sg kota I, I1, 111, o réznych $rednicach;
nakresli¢ je stycznie miedzy soba.
Rozwigzanie. Do promienia kota 1 dodajmy promienn kota Il i prze-

nieSmy sume oa tych promieni na prostg oc; promieniem kota / zatoczmy z o
jedno koto, a promieniem kota //z a drugie, to kota te zetkng sie na prostej oc.
Nastepnie dodajmy do promienia kota | i do promienia kota Il promien
kota 111 i zatoczmy pierwszg sumg ob z o tuk df a drugg sumg ab z a tuk k,
to te tuki przetng sie w punkcie », ktory jest Srodkiem kota ///; punkta
styczne lezg na linijach Srodkow.

8. 279.
Zagadnienie. Fig. 154. Dane sg trzy réznej wielkosci dowolnie potozone
kota I, II, Ill-, wynale$¢ Srodek X dla czwartego kota, z ktoregoby mozna

zatoczy¢ koto zewnatrz do danych ko6t styczne.

Rozwiazanie. Polgczmy punkt O, ze Srodkami Oi O,, naznaczmy punkta
przeciecia a.b i/, g. Przepoldwmy v w Ccifg W 4. PoprowadZzmy dowolnej
dtugosci prostg RS, naznaczmy dowolnie punkt B, przeniesmy od niego do
gory miare cOt= 8o i miare cO= so- na dot. Z punktdw o: i o~ prze-
nieSmy na dét i do goéry kilka razy dowolnie wielkg cze$¢. Ze $rodka O,
kota 1 zatoczmy promieniem s 1 po lewej stronie tuk : a drugi tuk po pra-

wej stronie u dotu; promieniem & - zatoczmy ze $Srodka O kota Il tuk 1
po lewej a drugi tuk u dolu po prawej stronie. W podobny sposéb za-
toczmy promieniami s2, B3, B4, B5, B6, e z O (srodek kota 1) tuki
2,3, 4,5, 6 ... ; nastepnie zatoczmy promieniami sz, 83", B4", B o '.uene. z0
(Srodek kota I11) luki 2-3- 4" s ... , ktore przetng sie z poprzedniemi tu-
tami w1, s, /, [?, 2 i utworza punkta krzywej a, ¢, x i o, z ktérych do-
wolnie wielkie koto zatoczone by¢ moze, a to dotknie kota I i Ill. Drugg

cze$¢ cXG kreslimy podobnie.

Obok r s poprowadzmy ~wm , naznaczmy na niej a i przeniesmy z tego
punktu w gére ao:= <79 a na dot an- - dO,. ZO' i O" prostej nm prze-
nieSmy matg, dowolnej dlugosci cze$¢ tyle razy, ile razy sie zmiesci. Z O,
(Srodka kota 1) zatoczmy promieniami a1, a2, A3, A 4, ... tuki h, k, I, m, n, —

u gory i takie same u dotu; tuki te przetnijmy z O, (Srodka kota I1) tu-
kaini v, s, r, «, o.... 0 promieniach a1, a2, a3, A4'__ . w punktach a, P,



107

y, 6___ i polgczmy od reki znalezione punkta, lezace nad i pod OIlt 02,
krzywa; to otrzymamy krzywag gadXF, z ktorej punktéw zatoczymy styczne
kola ré6znej wielkosci," ostatnie dotyka¢ beda kot I i Il od zewnatrz. Zna-

lezione krzywe przecinajg sie w X, a z tego punktu po wynalezieniu punktu
stycznosci t promieniem Xt narysowa¢ mozna koto, ktore odpowiada¢ bedzie
wymaganym warunkom. Znalezione krzywe sg hiperbolami.

8. 280.

Zagadnienie. Fig. 155. Dane sg trzy kota I, Il, I11; wynales¢ zapo-
moca wykreslenia punkt, z ktéregoby mozna dane kota czwartem kotem
tak otoczy¢, aby to ostatnie byto do danych styczne.

Rozwigzanie. Potagczmy O z O, i 02, naznaczmy punkta przecigcia J i K,
Ui P; przepotdwmy JK w a a UP w b; potem poprowadzmy prostg RS,
naznaczmy dowolny punkt a i odetnijmy aO'= a0 i aO"= aOv Z O' i O"
przenieSmy na doét i do goéry kilka razy dowolng cze$¢. Promieniami
al, a2, a3, a4, a5, ab\_ zatoczmy z 0 (Srodek kota I1) tuki t, s, r,p, n....
i takie same ponizej 001; wszystkie te tuki przecinamy ze $rodka O kota |
lukami d,f, g,h k....... L zatoczonemi promieniami al',a2a3a4 ‘... w punk-
tach u, v, w, X, y ....... (Tak samo otrzymujemy ponizej 001 punkta przecie-
cia). Punkta przeciecia tgczymy z sobg a otrzymamy krzywg W, u, X, V,
na ktorej nieskonczenie wiele punktéw lezy, z ktérych kota zataczaé mo-
zemy a kota te nie tylko, ze obejmowaé bedg kota / i Il, ale nadto bedg
do nich styczne.

Nastepnie poprowadzmy prostg NM, naznaczmy b, przenieSmy z tego
punktu b= h(J i b02= bO". Z O i O" przeniesmy do gory i na dot
dowolng czes¢ kilka razy; z 02 zatoczmy promieniami bl, b2, b3,b4, b5-—-,

tuki 1*2, 3,4, 5,6 ... 7 ktére tukami 1', 2', 3, 4,5, 6"...... , zatoczonemi
odlegtosciami bl', b2', b3b4"', b5'....... , odpowiadajgcemi odlegtosciom na NM
przecinamy. Powstate punkta przeciecia a, /9y, 8........ , jak i te, ktore nad

00., znajdujg sie taczymy, przez co otrzymamy krzywag ZaXY, na ktorej nie-
skonczenie wielka ilos¢ punktow lezy, z ktorych styczne kota, obejmujgce
kota | i Ill zatoczy¢ mozemy.
Punkt X, powstaly z przeciecia sie obydwoch krzywych uwaza¢ mozna
jako $rodek kota stycznego. Krzywe sg hiperbolami.
Uzasadnienie wykreslenia Figur 154 i 155

Twierdzenie. Hiperbola jest miejscem geometrycznym wszystkich két, ktére dwa dane
kota dotykajg, a ktérych $érodki sa ogniskami hiperboli.

Uwaga Kazda z gatezi hiperboli ma wiasne swe przeznaczenie dla rodzaju stycznosci.

a) Jezeli szukane koto oba dane kota dotyka nie otaczajac ich, lig. 154, wéwczas gatez hiper-
boli, lezaca blizej $rodka mniejszego kota, jest miejscem geometrycznem dla Srodkéw két
stycznych.

b) Jezeli szukane koto oba dane kota dotyka i zarazem otacza je, fig. 155, w tym przypadku
gatez hiperboli lezaca blizej wiekszego kota, jest miejscem geometrycznem dla $rodkow wszyst-
kich kot stycznych.

Oprécz tych przypadkéw sg jeszcze dwa inne.

Oo Fig 154. Zatozenie. Dane sg dwa réznej wielkosci kota lezace obok siebie 1 i III,
ktorych $rodki s3 w O, i O.

Twierdzenie. R6zne kota, np. X , ktérych $rodki leza na gatezi hiperboli (r, blizszej
srodka O mniejszego kota 111, sg styczne do kot 1 i 111,

Dowdd. Oznaczmy promien pierwszego danego kofa przez R, drugiego r, odlegto$¢ $rod-
kéw — d, a promieA kota, ktére oznaczy¢é mamy = vy ; poniewaz przy stycznosci dwdch kot
$rodki ich z punktem stycznosci zawsze na prostej leze¢ musza, przeto przedstawi¢ mamy gra-
ficznie tréjkat, ktérego oba boki i?-|-(>ir-|-p, a trzeci zawsze = d bedzie. W tym celu za-
toczmy tuki ze érodkéw O, i O promieniami R -j- g = O\t -f-IX = B2 (do fig. 154) i r-fe
= Oft B2' (do fig. 154), ktére sie w X przetng, a ten punkt jest widocznie Srodkiem
kola stycznego o promieniu = p, ktéry dane koto dotyka. Jezeli znowu B -f- = Orf' = B5
(do fig. 154), zatoczymy z Ox tuk 5 i przetniemy go lukiem 5', ktérego promieA = r -J- = 0/9'=s
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= B5' (do lig 154), przedstaviaj i bok trgj to odlegioi punkiu 3 od dou kot |
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Zagadnienie. Fig. 156. Dane SX kota Tin stykajace sie w B. Koto 11
ma sie od zewnatrz a koto | od wewnatrz z kotem zetkngc/

Rozwigzanie. D jest $rodkiem kota Il, a C kota 1; poprowadZmy przez
srodkowe punkta AB. Réznice danych $rednic przepotéwmy w ¢, z punktu o
spodka prostej cB poprowadzmy prostopadig gli do Ali, przez co CD takze
przepotowiong zostanie. Promieniem oB = oc zatoczmy /. 1) i C nad i pod
AB tuki, krére sie na prostej gh przecig¢ muszg. Lub zakre$lmy promieniem
0B = oc z Ctuki 1i2, ktéore gh w a i b przetng. Podtug Fig. 20!, Tab. V,
nakre$lmy dla osi ab i cB elipse, na ktorej nieskonczenie wiele punktéw
lezy, z ktoiycb kota stycznie do | od wewnagtrz i do U od zewnatrz zato-
czy¢ mozna. Np. aby mozna zatoczy¢ LIl obierzmy E dowolnie i polgczmy
ten punkt z 6, przedtuzmy te prostg az do i A, potaczmy E / 1), to
przyjdziemy do stycznych punktéw Bi i I. Jezeli na znalezionej elipsie cfaBbkE
wynalezé mamy inne punkta, z ktorych jeszcze inne kota stycznie do /, Il
i 11l zatoczy¢ mamy, to nakreslmy pomiedzy kota | i IlIl nowag elipse

Q.)
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BlfnrkBi wten sam sposob, jak elipse cfaBbE pomiedzy kola / i Il nakre-
$lono. Funkia przeciecia obu elips bedg punktami, z ktérych zatoczymy kota
styczne. Roznice S$rednic kot | i 111 przepotdéwmy wre, a ze $rodka O pro-
stej Bx1 wyprowadzmy do ostatniej prostopadig fr. Jezeli rysunek jest do-
ktadny, te EO jest =OC. Zatoczmy promieniem (dJn = OBx z E tuki 11 i 12.
przez co punktu przecigecia f i r na prostopadtej fr otrzymamy. Kreslac dla
osi fr i Bpi elipse, to ta przetnie pierwszg elipse u spodu w fc, a u gory
w innym punkcie; z obu tych punktéw zatoczy¢ mozna nowe styczne kota.

Uzasadnienie wykre$lenia Fig. 156.

Twierdzenie. Jezeli kolo Il lezy w kole /, Fig. 156, to elip>a Ba/E jest miejscem geome-
tryc/nem $rodkéw wszystkich k64, ktdre kolo 11 od zewnatrz, a koto 1 od wewnatrz dotykaj:).

Don 6d. Jezeli D i C sg $rodkami kota 7/ i 7, a z O promieniem B — (j, za§ z V pro-
mieniem r -|- (j zatoczymy luki, to te przetngsie wU, i CE bedzie= R —y, a DE = r -f-q,
zatem DEA- CE= R -|-r = CD. Krzyua, w ktérej suma odleptosci kazdego jej punktu od
dwéch danych punktéw statych (ogniska C i Dj réwna ilosci statoj, jest elipsa, zatem E jest
punktem elipsy.

Uwagi. 1. Odetnijmy d = o, a zatem takze odSrodkowo»« e = o, to otrzymamy koto jako
linijo pomocniczg do rozwigzania zagadnienia.

2. Jezeli sie przecinajg dane kota réznej wielkosci, to miejsce geometryczne $rodkéw
wszystkich kot stykajacych sie z kotem matem od zewnatrz, a z kotem wielkiem od wewnatrz,
jest elipsa.

8. 282.
Zagadnienie. Fig. 157. Nakreslic okraglty tuk konie,zu (Kleebogen).

Rozwigzanie. Nakreslmy AB i podzielmy te odlegtos¢ na cztery réwne
czesci, zatoczmy z a i b C¢wierckota Ad i Be. Wyprowadzmy w O do AB
prostopadtg Or, uczynmy Op = Aa = ad i zatoczmy z p potkole drc. WA iB
poprowadzmy styczne do cwiartek kot

§. 283.

Zagadnienie. Fig. 158. W duze pdikole, przedstawiajace tuk okna lub
ozdobe, wpisa¢ styczne kota.

Rozwiagzanie. Poprowadzmy przez O $rednice CD i wyprowadzmy do niej
z O prostopadtg Ob, zatoczmy z o i a promieniem Co pétkola stykajgce sie
w O, poprowadzmy w C i I) na doét styczne; styczng C3 = Ob podzielmy
na trzy réwne czesci i poprowadzmy z 2 do CD rdwnolegta 2d, z przeciecia
sie z prostopadiemi, wyj rowadzonemi z o i a powstang punktu przeciecia
sie f, cid, z ktdrych te trzy kola zatoczymy. Potaczywszy c za, otrzymamy
punkt stycznosci g.

8. 284.

Zagadnienie. Fig. 159., W dany odcinek kota wpisa¢ dwa rowne kota
styczne do cieciwy i tuku. Srodki tych k6t niech lezg od oJ w odlegtosci n.

Rozwigzanie. Prz potéwmy wys ko$¢ odcinka w punkcie a. Z?$rodka o
na dot przenieSmy Ja = or, zas z r na dot m — rO; zatoczmy z O promie-
niem m -j- Ja -j- oa -- li -j- m tuk lab. Z o przenieSmy odlegtosci n na FG
w lewo i prawo, wyprowadzmy z v i z punktu odcietego po lewej stronie Fo
prostopadte do FG, to otrzymamy punkta przeciecia s i b, ktére stuza do
zatoczenia dwoch kot stycznych. Potgczywszy o /. h i przedtuzywszy ten pro-
mien az Ho okregu duzego kotfa, otrzymamy punkt stycznosci e.
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§. 285.

Zagadnienie. Fig. 160. Dany jest prostokat GTSH i pdtkole KNyOL,
wpisafi pomiedzy nie dwa kota tak, aby te dotykaly pdtkole od zewnatrz,
a prostokat od wewnatrz i znajdowaty sie w rogach prostokata.

Rozwigzanie. W potdwkach danego prostokata poprowadzmy przekatnie
TM i SM. Naznaczmy pnnkta przeciecia N i O, przedtuzmy GT w gére i za-
toczmy z T promieniem TN luk NwU, az przetnie przedtuzenie TU w U.
Potgczmy U z N i naznaczmy punbt przeciecia V na TS. Wyprowadzmy w V
do TS prostopadtg i naznaczmy na TM punkt przeciecia P. Promieniem VP
zatoczmy z 1° styczne koto. Odetnijmy SR = TP i zatoczmy drugie koto

styczne. Wykonujac to w wielkich rozmiarach odcinamy xy

8. 280.

Zagadnienie. Fig. 161 W trdjkatach krzywolinijnych nakresli¢ kota 7, 11
i 7/7, styczne do Ich bokow.

Rozwigzanie. Poprowadzmy w C, F i D do y B prostopadte <C uFi IG,
odetnijmy DG = DF. Zatoczmy z G promieniem Gl tuk rls, promieniem CD
zatoczmy z / luki op i mn, ktore pierwszy tuk przetng w punktach s i r.
Poprowadzmy przez te punkta prostg hk rdwnolegle do y B i naznaczmy na
prostopa tych tC, ID i uF punkta przecigecia I, Il i IlIl. Potgczmy 77 z C
i 777 z 7), to i3 i « bedg stycznemi punktami. Promieniem 777« = 77? za-
toczmy z 7, 77 i |11 styczne Kkota.

§. 287.

Zagadnienie. Fig. 162. W réwnoboczny kolisty trojkat wpisa¢ styczne koto.

Rozwigzanie. Poprowadzmy e/j i ab, wyszukajmy S$rodek O réwnobo-
cznego kolistego tréjkata; to uskutecznia sie, gdy wstawimy koniec cyrkla
w b i otworzymy go nad potowe tuku bfe; tym otworem zataczamy tuk 2
z bituk 1 ze. Luki te przecinajg sie w punkcie g, prosta tgczaca go z a
przetnie prostopadig e/j w O. Punkt h otrzymuje sie tak samo jak g. Pro-
sta bh stuzy do przekonania sie, czy O byto dobrze oznaczone. Punkta c, f,
/, sa punktami stycznemi.

i;. 288.

Zagadnienie. Fig. 163. W rownoboczny kolisty tréjkat kml wpisa¢ stycznie
trzy przystajace koliste trojkaty.

Rozwigzanie. Potgczmy k z /. podzielmy kl na cztery réwne czesci i wy-
prowadzmy w punktach podziatu prostopadte nl, m2 i 03. Zatoczmy promie-
niem pl — pk z | i k tuki po i pn, a zp tuki kn i ol. Kazde dwa tuki mu-
szg sie przecinat w o i n. Tym samym otworem cyrkla zakreslmy zaio
tuki kp i pl. Z m zatoczmy tuk no, z o tuk mn, a z punktu n tuk ino.

KreSlenie roznych tukow w oknach i drzwiach.

8. 289.
Zagadnienie. Fig. 164. Ibzy rozpieciu AB wykresli¢ tuk perski, A i B
sg punkta wyjscia (Anlaufspunkte).

Rozwigzanie. Nakre$lmy nad AB ostry tuk AN B, wyprowadzmy z N
na AB prostopadtg ON. Poprowadzmy KL || AB i nakresimy prostokat KLBA,
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nastepnie przekatnie KO i OL. Z O promieniem OA = OB zatoczmy luki AC
i BO az do przekatni. Tym sa-i.ym promieniem zakre$lamy luki CN i NO
z Ki L.

§. 290.

Zagadnienie. Fig. 165. Wykresli¢ luk perski drugiego rodzaju, majac
dane rozpiecie i dtugos¢ tuku wyjscia (Anlaufbogen).

Rozwigzanie. Przedtuzmy ab w obie strony, obierzmy bO dowolnie i ode-
tnijmy aOl = bO. Z O i Ox zatoczmy promieniem Oa = 0,b luki nieozna-
czonej diugosci, odetnijmy ap = br réwne diugosci danego tuku. Potgczmy
a z p prosta i oznaczmy punkt przeciecia s na prostopadtej sk. Poprowadzmy
przez * prostg In rownolegle do OjO, potagczmy 01l zr i O z p prostg i prze-
dtuzmy jg az przetnie In w n i I. Nareszcie zatoczmy z / i n promieniem
Is = sn luki ps i rs.

% 291.

Zagadnienie. Fig. 166. Wykre$li¢ luk normanski.

Rozwigzanie. Rozpiecie ac dzielimy na cztery réwne czesci, z / i n za-
taczamy kota. Z punktu wyjscia ¢ zataczamy promieniem cl pétkole, ktére
przedtuzong prostg ac przetnie w d. Z d zataczamy na doét promieniem dl
luk, ten przetnie linije oporu (Widerlagslinie) cb w'b. Odetnijmy ar = cb,
potaczmy b z 1i r z w, przedtuzmy te proste tak, aby mate kota w t i v
pr eeiety. Z r i b zatoczmy otwartoscig cyrkla rv = bt tuki vg i tg, ktore
muszg sie przecia¢ w g.

To wykreslenie mozna tatwo wykona¢ za pomocg poprzedniego nakre-
Slenia réwnobocznego trojkata Im.

8. 292

Zagadnienie. Fig. 167. Wykre$lenie maurytanskiego tuku.

Rozwigzanie. Poprowadzmy pionowg Oc, a z ¢ prostg ab prostopadig do
niej, uczynimy ac — cb — cO. Przez O prostg AB prostopadtg do c'i, a z O
tulc aABb. Profile nakreslone przy a i b mozna tatwo nasladowac.

§. 293.

Zagadnienie. Fig. 168. Majac dane rozpiecie FO, wykreslié ostrotuk
m eurytaoski.

Rozwigzanie. W s$rodku 4 prostej FO wyprowadzmy prostopadtg Ax,
odetnijmy 40 — 40, podzielmy 40 na cztery réwne czesci, poprowadzmy
przez O prostg BC rdwnolegta do FO. Polgczmy Fi G z punktem / i po-
prowadz’m?/ te proste az do przeciecia sie z BC w/, i f; z treli punktow
zatoczmy tuki GCA i FilA.

Moznaby takze obraé¢ Srodek lezacy miedzy 1 i 2, przeprowadzi¢ przez
niego fG i AF. Punkta, z ktérych zatoczylibySmy tuki, bytyby od O na pro-
stej BC bardziej obalone, a punkt wierzchotkowy A lezatby'" wyzej na BC.

§- 294,
Zagadnienie. lab. V., Fig. 169. Wykresli¢ ostry tuk koniczu.

Rozwigzanie. Poprowadzmy poziomg AB dowolnej dtugosci, podzielmy
AB na sze$¢ rownych czesci, wyprowadzmy z 0, a i t prostopadie OC, §$f
i tg do AB. Zatoczmy zs promieniem sB tiik Ba, a zt tym samvm promie-
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niem luk AB, otrzymamy punkta przeciecia a i h. Miare rst -|~ —, przenies-

my z | na OC do k i poprowadzmy przez ten punkt poziomgfg. Punkta
przeciecia / i g sa $rodkami, z ktorych zatoczmy Inki aC i bC promieniami
fa = fC.

8. 295.

Zagadnienie. Fig. j70. Wykre$lenie podwdjnie wygietego ostroiuku (dop-
pelt geschweiften Spitzbogen).

Rozwigzanie. PoprowadZzmy poziomg FG, podzielmy jg na cztery réwne
czesci, wyprowadzmy w punktach podziatu prostopadle i nakresimy o$m
kwadratdw przystajgcych. Punkta 7 i 6 bedg punktami, z ktérych zatoczmy
luki FK i GN, z punktow 2 i 4 zatoczmy luki KL i LN.

8. 296.
Zagadnienie. Fig. j7l Wpisa¢ koto styczne w ostry luk JaK.
Rozwigzanie. W $rodku d rozpiecia JK wyprowadzmy prostopadta Ld
rowng JK. Potowg dtugosci z rozpiecia zatoczmy z L tuk fbg, to otrzymamy
punkta przeciecia/ i g, ktére ztgczmy z K i .7, a te przetng sie na prostej
dL w o. Promieniem ed = rf zatoczmy z c styczne koto.

8 297.
Zagadnienie. Fig. 172. Nakre$ i¢ ostry tuk z punktéw wewnatrz niego
lezagcych, na rozpieciu, i wpisa¢ w niego koto styczne.
Rozwigzanie. Obierzmy dowolny punkt | w blizkosc. .4, uczynmy Bil

= Al. Z 1 i Il zatoczmy promieniem IB = Ali luki. Wyprowadzmy z punktu g
potowy prostej AB prostopadtg Cg do IB i odetuijmy gC — IB = Ali. Pro-
mieniem gil = Ig zatoczmy z C tuk i, ktdry przetnie ostry tuk w « i h. Po-
uczmy / z b i Il z a, to te przetng sie na prostopadtej gC w c; nareszcie

atoczmy z ¢ promieniom cg ra koto styczne.

8. 298.

Zagadnienie. Fig. 173. Wykre$lenie ostrego tuku z punktéw lezacych ze-
wnatrz niego na rozpieciu i nakre$lenie kota stycznego wewnatrz niego.

Rozwigzanie. Obierzmy | zewngtrz ostrotuku w poblizu A i odetuijmy
Bil = AL Zatoczmy promieniem IB = 1A z / i Il tuki, ktdre sie w a prze-
tng i wyprowadzmy z a do AB prostopadlg ag. Odetuijmy Eg = IB i za-
toczmy z E promieniem gil — gl tuk Mc, ktéry przetnie ostry tuk w b i o.
Potagczmy b i ¢ z Il i I, otrzymamy punkt f, z ktérego nakre$lmy koto sty-
czne promieniem fg =fb.

8. 299.
Zagadnie,nie. Fig. 174. Kreslenie cyrklem gotyckiego okna.

Rozwigzanie. Obaez rozwigzanie zagadnienia Fig. 158, przenie§ zN dod
promien ob i nakre$l z d koto styczne.

8. 300.
Zagadnienie. Fig. 175. Wpisa¢ koto styczne zewnatrz matych ostrych tu-
kéw, a wewnagtrz duzego ostrego tuku.
Rozwigzanie. Promieniem A li — IB zatoczmy z A lub B tuk, przecina-
jacy prostopadta Dc w punkcie 0. Potaczmy o z A i B i przedtuzmy te pro-
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ste az do przeciecia sie z duzym ostrym tukiem w i: i i, a otrzymamy sty-
czne punkta I, k, h i g i promieA og kola stycznego.

§. 301.

Zagadnienie. Fig. 176. Miedzy duzy ostry luk i mate ostre tuki wpisaé
rownoboczny wypukly czworobok, ktéryby do tukéw mniejszych byt styczny.

Rozwigzanie. Zatoczmy promieniem Kb = fc tuk z K lub F, ktory prze-
tnie prostopadty 10 w .. Przez a poprowadzmy Ich rdwnolegle do FK, na-
znaczmy punkta s i 2, zatoczmy z . promieniem sza = a1 koto, otrzymamy s
jako czwarty rog wypuktego kwadratu. Z punktéw 2 i 3 zatoczmy promie
niem r« w gore w lewo tuki, ktdre sie przetng w e; z tego punktu prze-
ciecia zatoczmy tuk 3d2. Do zatoczenia tuku 413 poszukajmy w ten sam spo-
sob punktu u gory z prawej strony. Prowadzac przez a.i « prostg, otrzy-
mamy puukta styczne v. q,

§. 302.

zagadnienie. Fig. 177. Wpisa¢ w réwnoboczny wypukly tréjkat trzy przy-
stajgce wypukie czworoboki.

Rozwiazanie. Wyszukajmy S$rodek o danego wypukiego trojkata przediu
zajac tuki so isa z a i ¢ O tyle, aby sie czesci cm iajy przeciety wp;
w ten sam sposéb znajdziemy punkt « lezacy po prawej stronie u gory. Po
faczmy » z s ia z Ao, a otrzymamy punkt przeciecia .. Polgczmy ¢ z o
i przedluzmy te prostg na dét. Z . zatoczmy promieniem .o = oa koto,
otrzymamy punkt ¢. Polagczmy punkta przeciecia o i ¢ z O, otrzymamy
rownoboczny tréjkat o e, a przez niego puukta przeciecia a, d, b, ¢, f 1 g.
Promieniem & zatoczmy z o najwieksze koto /, 2, 34 ....... , poprowadzmy
Srednice .3 6 rownolegtg do aes. Z 3 przeniesmy na okrag promien o3. Pro-
mieniem 1o zatoczmy z 1 tuk oa i tym samym promieniem z 2 tuk obn; tuki
do i og zatoczmy z punktow s+ i .3 to samo uskutecznijmy z 5 i 6.

§. 303.

zagadnienie. Fig. 178. Wykre$lenie okna kaplicy $w. Barttomieja w ko-
Sciele $w. Szczepana w Wiedniu.

Rozwiazanie. Nakre$lmy poziomg nwm i zatoczmy nad nig z ATi m ostro-
tuk ~owm. Podzielmy tuki no i owm na réwne czesci w punktach t i u.
zlgczmy v zu a m z 7, przedtuzmy te proste, naznaczmy punkt przeciecia o,
ztgczmy o z O prostg i przedtuzmy jg, to ta jest prostopadtg do nm i po-
fowi jg. Polgczmy v z u, naznaczmy punkt przeciecia a Na prostopadiej oo,
zatoczmy promieniem 2o z « koto kropkowane, to ono przetnie poziomg rtu
w punktach » ic, a prostopadtgo o Wc. Promieniemmc = mb = nc = ne
nakreslmy z punktow wm i ~ drugi ostrotuk afebccags. Miare nm prze-
nieSmy na przedtuzong prostopadta no z o do e; polgczmye zr iu I na
znaczmy punkta przeciecia €, ¢, n i 1. Lukino, oc, on, ot, 0e— zataczamy
tym samym promieniem, ktérym nakre$lono tuki ca i ce, t. j. promieniem
ma = ns. Punkta z ktorych te tuki zatoczone zostang, lezg na okregu
0 promieniu m oA = ~n8 = op, ktore sie zatoczy ze znalezionego punktu prze-
ciecia o Wap3sw 21 ==

Aby otrzymac punkt do zatoczenia tuku no, weZmy ma = ns W Cyr-
kiel i przetnijmy tym otworem z punktu n duze koto w 2, to ten punkt jest
szukanym $rodkiem, z ktorego zatoczmy tuk no. W ten sam sposéb znaj
dziemy punkt 3 dla tuku Cc, przecinajgc promieniem m a z ¢ duze kropkowane

15
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koto w 3. Z punktu przeciecia, przenieSmy miare ps dop«, podobnym spo-
sobem powstang punkta 1, s, 5. Z punktu 1 zatoczmy tuk OI, z punktu ¢
tuk o4, z punktu s tuk eo, wreszcie z punktu o luki tn i 1. Podzielmy
wewnetrzne Swiatto vio na sze$¢ réwnych czesci i wyprowadzmy w punk-
tach podziatlu do as prostopadie; naznaczmy ¢ i . PoprowadZmy przez
punkta 1 i1 prostg 1r, przez « i n prostg 4s, to otrzymamy na oporach
(Widerstandslinien) punkta przeciecia « i, przez ktére nareszcie prowadzmy
ne rownolegle do nv. Z punktu « zatoczmy tuk in, a z . tuk nm. Oba
ostrotuki k Tm i nc L zatoczmy z punktdw k ,m i W L.

§. 304.

zagadnienie. Fig. 179. Wykre$lenie potréjnego przejécia o mieszanych
linijach (ein gemischtliniger Dreipass).

Rozwiazanie. Nakreslmy tréjkat réwnoboczny anc i wynajdzmy podtug
fig. 124 potrzebne linije pomocnicze. Z punktéw r 11 i v 1 zatoczmy tuki
styczne do bokdéw trojkata ave. Punkta stycznosci leza na prostopadtych wy-
prowadzonych z punktéw 1, 11 i 111 do bokéw duzego trojkata, np. w

8. 305.
zagadnienie. Fig. 180. Wykreslenie ostrotukowego potréjnego tuku.
Rozwiazanie. Nakreslmy rownoboczny trojkat s «, a na nim trojkat
réwnoboczny wypukty. Oznaczmy s$rodek O podiug fig. 124; w koto styczne
do /v Fe n wpiszmy tréjkat réwnoboczny v g ; potaczmy « z/, przedtuzmy
te prostg do « i naznaczmy punkt przeciecia .. Promieniem ¢ zatoczmy tuk
do ., a"drugi dors. W ten sam sposéb zatoczmy zn ig reszte tukéw az do
odpowiednich bokow tréjkata rng. Dla doktadnego wykreslenia oznacza sie
wszystkie punkta styczne, jak np. przy .

8. 306.
zagadnienie. Fig. 18L Wykreslenie potréjnego przejscia.
Rozwiazanie. NakreSlmy kolo a w niém gwiazde curapc: 1, 11 0 111
sq punktami, z ktérych zatoczymy tuki nce, noa i cra. Boki tréjkata co,
pr I rFc Sg granicznemi linijami dla przecie¢ kot

§. 307.

Zagadnienie. F|g 182 WkrEé“é r()inolinijne poczwérne przejscie (Yierpass)
w kwadrat asco .

Rozwiazanie. PoOprowadzmy przekatnie, przez ich punkt przeciecia na-
kreSlmy ab fas 1 ac | ao. NakreSlmy kwadrat aves i 0znaczmy punkta 1,
2, 3 i+, z ktorych zatoczymy tuki promieniem 44. Chcac to zadanie rozwig-
za¢ tadnie i doktadnie, potrzeba oznaczy¢ punkta styczne.

8. 308.

zagadnienie. Fig. 183. Wykreslenie podwdéjnej wygietosci (eine Zwei-
schweifung).

Roziciazanie. Nakreslmy koto, poprowadzmy poziomg $rednice c6; za-
toczmy na promieniach potkola stykajace sie w . Podzielmy potkole ¢xs na
sze$¢ rownych czesci i naznaczmy punkta podziatlu w 1, 2, 3, 4, 5 i 6; ode-
tnijmy e+ = ># malego pdtkola, t*j. c/= 1,2 = bva | poprowadZmy s przez
Srodkowy punkt s. Podzielmy promienie t& = 4 na cztery réwne czesci
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i oznaczmy punkta p, r, si t, u, ¥. WyprowadZzmy w r i u prostopadie <h
i kIl dofd; odetnijmy xm = fp = pr = nw i zatoczmy z m luk zn
luk ywd, z p luk /*, z s tuk [16, z t tuk £7, z y luk dé.

8. 309.

Zagadnienie. Fig. 184. Wykreslenie poczwdrnej wygietosci (eine Vier-
schweifung).

Rozwigzanie. Nakre$lmy z O koto, a w niem dwie prostopadte do sie-
bie Srednice BC i AD, z pomoca, ich kwadrat ABDC. Przepotowmy kazdy
bok w F, G, H i K, polagczmy te punkta prostemi FG, KF___, to FG1lIK
bedzie nowym kwadratem, na ktérym zaznaczmy punkta m, I, oi n. Z punktu 1
zatoczmy promieniem IB tuk KBu, z o tuk DHt, zn tuk CGs, z m tuk AFr.
Z K zakreslmy promieniem Kl tuk 1 ton przetnijmy z m promieniem FK =
— 2BI tukiem 2 w a, to znaleziony punkt jest nowym s$rodkiem dla tuku Kr.
Aby wypadta doktadnie styczno$¢ w r, potrzeba potaczyé mza. Tym samym
sposobem kresli sie tuk Fu, zataczajagc z n promieniem FK tuk 3, a zF pro-
mieniem Bl = mA tuk 4, to/ bedzie znalezionym $rodkiem tuku. Na pro-
stej fn lezy punkt zetkniecia s. W ten sposéb postepuje sie dalej w kresleniu.

8. 310.

Zagadnienie. Fig. 185. Wykre$lenie potréjnego przechodu gotyckiego.

Rozwigzanie. Wykonywamy go podiug Fig. 181, przyczem kreslimy troj-
kat /, Il, 111, aby otrzyma¢ jednakiej szerokosci dzioby kl, mn, rs. Dwa
wewnetrzne tuki (luki dziobowe [Nasenbogen]) przedstawiaja w widoku pu-
sty gardziel (eine Hohlkehle), do ktérego dotgcza sie ptytke w abed —

Sm 311.

Zagadnienie. Fig. 186 przedstawia kre$lenie potréjnego ostrotuku gotyc-
kiego, wykonane podiug prawidta Fig. 180.

Rozwigzanie. Ostre dzioby n, p i r lezg na trdjkacie DFG. Poniewaz
tuk bB z punktu C a tuk bn z punktu D zatoczono, przeto punkta styczne
h i t lezg na prostej CK, poprowadzonej przez srodki C i D. tuk vt musi
potowi¢ kat krzywolinijny zakre$lony z punktu | prostej CK. Punkt m na
prostej Bil jest srodkiem dla tuku wx.

8. 312.

Zagadnienie. Fig. 187. Okna rozetowe kosciota Minorytow w Wiedniu.

Rozwiagzanie. Kredlimy koto, dzielimy jego okrag na 24 réwnych czesci,
kreslimy promienie, dzielimy V24 okregu na cztery réwne czesci, a otr .ymamy
punkta a, b, ¢, d,f, z ktérych zatoczymy tuki u5, Bu, 4v, 5v— | te
przetng sie wy, u, v,iv___Polgczmy punkta a, b, ¢, d,f— ze Srodkiem 0;
poprowadzmy przez punkta a, u \ b, u proste, to te przetng nakreslone pro-
mienie w 1V i Ill. Z IV zatoczmy promieniem IVu — 1llu tuki, ktére bedag
styczne do promieni 50 i BO. Zatoczmy promieniem 0111 pomocnicze koto,
to w niem lezg punkta, z ktorych zatoczymy inne tuki przystajace. Kreslac
z punktu stycznosci p rdwnolegtg pa do BO, to otrzymamy na OG punkt
przeciecia, a pomiedzy nim i promieniem BO lezy szeroko$¢ ostrego tuku,
ktory z punktow 10 i 9 zataczamy, a wierzchotek jego bedzie w e

Wykonujac zataczamy z O odpowiedniemi promieniami kilka kot wspdt-
srodkowych, aby otrzymaé¢ wykreslenie doktadne.
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Zagadnienie. Na podstawie tego pieknego kreslenia cyrklowego spro-
bujmy nakresli¢c odpowiednia konstrukcye miara rzemie$lnicza,, przygladajac
sie naturalnej rozecie okiennej.

Uwaga. Wieksza cze$¢ tuméw, w gotyckim stylu, ma w zachodniej fasadzie
piekne okna rozetowe gotyckie, ktorych konstrukcye cyrklowe $wiadczg o este-
tycznym zmysle 6wczesnych budowniczych i zastuguja na zapoznanie sie z niemi,

8. 313.
Profile gzymsow gotyckich.
Zagadnienia i rozwigzania.

Fig. 188. Iszy sposdb: Nakre$lmy kwadrat mprs, poprowadZmy prze-
katnie, oznaczmy O i poprowadzmy przez srodek U | ms, kn Jmp, nakresimy
drugi kwadrat kinl réwny pierwszemu, ustawiony na rogu. Oznaczmy punkt
przeciecia 1, powstaly z przeciecia prostych kn i pr i w ten sam sposob 2.
Przez 1 i 2 nakreslmy ef. Promieniem ar z r zatoczmy koto, ktére przetnie
przekatnie nv w o, i zatoczmy z o promieniem oc = oa tuk aide. Z punktu
przecigecia b nakre$lmy bg réwnolegle do rs. Grubiej nakre$lona linija przed-
stawia linije profilu. Zamiast kreskowaniem, mozna natozy¢ ptaszczyzne kar-
minem, ceglastg (Sprengerroth) lub inng farba.

Taki profil przedstawia sie oku przyjemnie, gdy ptaszczyzne profilu
przedtem farbg, natozymy, a nareszcie wyciggniemy silnie czarno linije profilu.

Fig. 189. ligi spos6b: Przystajace kwadraty kreslimy podiug lgo spo-
sobu, t. j. jeden wsparty na jednym z bokéw a drugi na rogu. Potgczmy
k z b; promieniem gl zatoczmy koto i oznaczmy na ge punkt t; przez t po-
prowadzmy mn || dofg; przez punkt przeciecia s, powstalty z przeciecia sie
boku bc z przekatnig ge nakreslmy pr || gh. Proste mn i pr przetng sie w o,
z ktdérego zatacza sie promieniem ol tuk Ivx. tuk zatoczony z o przecina -bc
w &, z ktorego zataczamy maty tuk styczny do mn.

Mozna takze ten maly tuk zatoczy¢ z x promieniem vx; wielko$¢ jego
otrzymamy, gdy znajdziemy pierwej punkt przeciecia kota zatoczonego z o
1 réwnolegta lezacg pomiedzy bc i fh; odlegto$¢ pomiedzy tym wynalezio-
nym punktem przeciecia v a $rodkiem x réwna sie dtugosci promienia.

Fig. 190. Illci sposdb: Nakresimy kwadrat FGJK i wstawmy w niego
drugi jemu rowny, wsparty jednak rogiem. Z A lub D zatoczmy promieniem
AD ‘tuk, ktoéry przedtuzong prostg BC przetnie w 4. Wyprowadzmy z 4 do
B i prostopadtg he, podzielmy odlegto$¢ 04 na cztery réwne czesci, przenieSmy
jedne taka déwiartke z punktu 4 do g i uczynmy takze Dn — czwartej cze-
§ci odlegtosci C4. Potgczmy punkta g in prosta, przedtuzmy prosta AC az
do przeciecia sie z gn w a. Zwynalezionego punktu a zatoczmy promieniem
aC tuk Ob, ktory tuk DL4 przetnie w Ov Z Ox zatoczmy promieniem O,0
tuk profilowy; nastepnie z O, promieniem 0{a powiekszonym czwartg czescig
dtugosci 04, przetnijmy prostg ng w ¢ i polaczmy ¢ z Ox prostg. Promieniem
ef = 4g zatoczmy z c¢ tuk maly styczny. Odetnijmy o4 — 3,4 = 4g i za-
toczmy z o potkole. Z A poprowadZzmy Ah prostopadig do An.

8 314.

Fig. 191 Kreslenie cyrklowe potudniowego szczytu (Giebel) kosciota
$w. Szczepana w Wiedniu.

Fig. 192. Kreslenie jednej czesci potudniowego szczytu w a(iy8.
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Nakresimy kwadrat BCHG a wewnatrz przedtuzonych prostopadtych bo-
kéw BO, CH przystajacy kwadrat GHDF. PoprowadZzmy w BHGC przeka-
tnie, oznaczmy 0 i zatoczmy z niego promieniem Ou wielkie styczne koto.
Poprowadzmy przez 0, vK roéwnolegle do BF i np réwnolegle do BC. Przez
narozniki matego kwadratu nakre$lmy prosta cci, oznaczmy $rodek Il matego

kwadratu, i wpiszmy w niego promieniem lir — lis styczne koto. Promie-
niem lir zatoczmy z 0 #tuki 3 i 4, ktére z 11 promieniem Ou (mate boki
kwadratu) w i i Ill przecinamy. Potaczmy | illl z0 i przedtuzmy te pro
ste do w i z, oznaczmy o i wpiszmy z Il i 1 promieniem Illo = lir dwa

mate kota styczne do wielkiego. Ze $rodka K kwadratu DHGF zatoczmy
promieniem Ku tuk styczny ut.

§. 315.

Fig. 193. Wwykreslenie poczwornego przechodu wyprowadzono z kwa
dratu. W kazdym z tych czterech stycznie wpisanych kot przeprowadzmy
wykre$lenie potréjnego przechodu podtug Fig. 181 i wrysujmy od reki odpo-
wiednie ozdoby. Ozdoby miarg rzemieslnicza (Masswerk-Verzierungen), nalezgce
do tego prawa cyrklowego, znajdziemy pod budowa szczytu Fig. 191 pomie-
dzy ostrotukowemi oknami tumu $w. Szczepana w Wiedniu.

§. 316.
Fig. 194. Kreslenie ztobkowania.

W kole oznaczajagcem podstawe stupa poprowadzmy cieciwo CD, po
dzielmy jg na pie¢ réwnych czesci, zatoczmy z C i D promieniem CD ‘tuki
Df i Cf, to te przetng sie w/; potgczmy/ z 1 i 4, przedluzmy te proste
do « i b. Nastepnie zatoczmy promieniem 1,2 = 3,4 tuki 2ci 3d, oznaczmy
ich punkta przeciecia ci d; zatoczmy z c¢ i d promieniem cC tuki Ca i DU;
z f zatoczmy promieniem /« wiekszy tuk ab. Fig. 195 jest w przekroju ztob-
kowanym stupem (Saulenscliaft) i przedstawia zastosowanie praktyczne.

8 317.

Fig. 196. Inny sposdb kreslenia ztobkowania.

W danem kole jako podstawie stupa poprowadzmy cieciwe A B, prze-
potowmy jg w K, nakreslmy z C i D na $rednicach AK = KB dwa kota
styczne. Promieniem CD zatoczmy z C i D tuki, ktdére sie przetng w L. Po-
prowadzmy przez CL i LD proste FL i LG. Z L promieniem FL zatoczmy
tuk FG. Fig. 197 przedstawia postepowanie przy ztobkowaniu stupa.

Nauka o krzywych.

8+ 318.

Fig. 198. Nakresli¢ dowolng krzywa z pomocg tukow.

Krzywa jest w ogdle oznaczong, jezeli potozenia jej pojedynczych punk
téw a, b, c, d, e, f, g h, k lub prawo dla tego potozenia jest znane. Wyna
laztszy podlug- prawa istniejgcego dla krzywej, ktorg rysowaé¢ mamy, te po
tozenia rodzacych, o ile mozna blizko i w réwnych odlegtosciach, to mozna
kawatki krzywej nalezace do cieciw ab, be, cd, de, ef, gh, lik zastgpi¢ lukami
ktére tern bardziej zgadza¢ sie bedg z zakrzywieniem krzywej, im mniejsze
cieciwy obrano.

W tym celu wyprowadZmy do tych cieciw prostopadte nd, oy, pfi, ga,
rz, 67, tx, vw, a te przedtuzone przetng sie, a mianowicie nd z oy w |. oy
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zpftwll, p(l z5« w//l, 2« zrzw ZF, rzzsyw F, sdzZw F/ i Zgzvw w FZ/.
Potaczmy punkt przeciecia obu zewnetrznych prostopadtych nd i vw i punkt
przeciecia obu wewnetrznych qgairz, to prosta Im bedzie linija potowigcg krzywa.

Zatoczywszy z | odlegtoscig Ib tuk ograniczony prostopadtemi nd, 07,
tak samo z // odlegtoscig lic, z 11l odlegtoscig lild, z /F odlegtoscig /Fe,
z F odlegtoécig Hf, z F/ odlegtoscia /1y, z FZ7 odlegtoscig VIlh; to otrzymamy
krzywa abcdefghk ztozong z samych tukow.

§. 319.

Zagadnienie. Fig. 198. Do danej krzywej abcdefghk z danego punktu P,
lezgcego zewnatrz niej, poprowadzi¢ styczna.

Rozwigzanie, lszy spos6b. Zadang styczng kreslimy w praktyce bezpo-
$rednio z dostateczng doktadnoscia, jednak dla oznaczenia punktu stycznosci
niech postuzy nastepujgce wykreslenie: W blizkosci punktu stycznosci stycznej
z krzywag, dzielimy krzywg po obu jego stronach na mate réwne tuki fg =
= gh = fe = ed, wyprowadzamy prostopadie te, sy, rz, ga, nastepnie prowa-
dzimy z P prostopadig PB do te, PC* Ls?%, Pd Lrz, PF Lag«; to punktu
B, C, 4, P bedag punktami nowej krzywej, ktéra przetnie dang w szukanym
punkcie stycznosci /.

2gi sposéb. Przez dany punkt P i krzywg abed__ k poprowadzmy do-
wolng ilo$¢ siecznych, przepotdowmy wszystkie tg krzywa ograniczone kawatki
tych siecznych i poprowadzmy przez otrzymane punkta podziatu druga krzywa,
ktéra dang przetnie i oznaczy w ten sposéb punkt, przez ktory styczna prze-
chodzi¢ musi.

Elipsa.
8. 320.

Okreslenia. Fig. 199. Elipsa jest krzywa linija, majaca te wiasnos¢, ze
suma odlegtosci //// -j- 11 1f jakiegokolwiek punktu Ill krzywej jest rowng
wielkiej osi BD. Punkta / if zowig sie ogniskami (Brennpunkte), linije IU f
i 111f promieniami wodzgcemi (Leitstrahlen) dla punktu Ill, AC zowie sic

osig matg a BD osig wielkg elipsy.

Sposoby kre$lenia elipsy.
§. 321.
Fig. 19. Kreélenie elipsy, gdy obie jej osie sg dane.

Wyprowadzmy dwie prostopadie do siebie, w punkcie O potowiace sie
proste, AC rowna danej matej a BD danej wielkiej osi, wezmy kawatek
Bc < B f w cyrkiel i zatoczmy z/ if" luki 1,1', VI, VI', i przetnijmy je
znowu z f i/' pozostatym kawatkiem Dc wielkiej osi; tak otrzymamy cztery

punkta I, /', VI i VI' elipsy. tuki Illl', FF' zatoczone otworem Bb z /i /"
i przeciete réwniez z/ i/" odlegltoscia Db, dadza punkta II, II', F, F
luki TIT 1Y, IV IV zatoczone i przeciete odpowiednicmi diugosciami Ba
i Da z ognisk dadzg punkta III, 111", IV, IV" elipsy.

Jezeli tak otrzymane punkta /, II, IIl, A, IV, V, VI, D, VI', V, IV.
C, IW, II'y /', B potaczymy od reki nieprzerwang linijg, to otrzymamy za-

dang elipse.
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8. 322.
Fig. 200. Inny sposdb kreslenia elipsy, gdy jej osie sq dane.

Kreslimy dwie w punkcie o potowigce sie prostopadte, Im réwna wiel-
kiej, np rowna matej osi, tak na np jak i na Im jako S$rednicy zataczamy
kota, i przecinamy je dowolnie nakreSlonemi promieniami w A, P (', 11, G,
I, J, K, L, M, N, R, P, Q S, T; przez punkta przeciecia na okregu ma-
tego kota prowadzimy AL B2, C3, D4, G5, H6, J7, K8 réwnolegte do wiel-
kiej osi, a przez punkta na okregu wielkiego kota L8, M7, N6, lid, 14, Q3,
S2, Tl réwnolegte do matej osi.

Punkta 1, 2, 3. 4, 5 6, 7, 8 tworza z koncowemi punktami I, p, m, n
obu osi, potagczone od wolnej reki, elipse.

§. 323.

Fig. 201. Wpisa¢ w prostokat elipse.

Cztery boki danego prostokagta CDFG potowimy i prowadzimy linije po-
fowigce NM, 4,4', ktore zarazem stanowig wielkg i matg 0§ zadanej
elipsy, obie potowy jednej, n. p. matej osi, dzielimy na dowolna, lecz
rowng ilos¢ rownych czesci 0,1=1,2 = 2,3 = 3,4 = OT = 12'= 23 =
= 3'4' i oznaczamy je od $rodka liczbami, tak sarno obie potowy po drugiej
osi, tu po wielkiej. Rownolegte boki CG i DF prostokagta dzielimy na te samg
iloé¢ czesci réwnych i oznaczamy liczbami do $rodka, jak figura wska-
zuje. Teraz prowadzimy przez punkta 1, 2, 3 tak na malej potosi jak i na
potowie boku prostokata linije NI, N2, N3, tak samo MI, M2, M3, te prze-
cinajac sie, a mianowicie: NI z M| dadzg punkta a lub g\ N2 z M2 punkta
b lub e N3 z M3 punkta ¢ lub d jednej potowy elipsy, i podobnym sposo-
bem otrzymamy punkta p, n, m, 1, k, h drugiej potowy. Punkta elipsy t3-
czymy znowu od reki.

Uzasadnienie. To kreSlenie elipsy polega na kresleniu kota Fig. 13, tab. Ill. Bo wyobrazmy
sobie kwadrat BCDF wraz z kotem wpisanem, obrécony okoto pionowej $rednicy KB, a oko
niech bedz'e w nieskonczonej odlegtosci, to powyzszy kwadrat rzuca na plaszczyzne obrazowsg
grc_)stollza,}, a koto elipse; punkta pomocnicze zmieniajg swa odlegto$¢ tylko na poziomej Sre-
nicy kota

8. 324.

Fig. 202. Kreslenie elipsy lukami.

Nii danych osiach ab, cd elipsy, wykresimy prostokagt BCDE. Obie po-
towy jednej osi przepotdbwmy, mianowicie uczynimy Ol = Ic = Ol = Id,
uczynmy to samo z poétbokami réwnolegtoboku, réwnolegtemi do drugiej osi,
t. j. cF—BI'= CI'= dI', poprowadzmy al',aT i hi,bl', te sie przetng
w k i I, nastepnie poprowadzmy cl i dk; ze $rodka cl wyprowadZzmy do niej
prostopadle nh, taksamo al przepotdbwmy prostopadtg pf, za$ ale i kd prosto
padtemi gqf i mg. (Znaku q niema w figurze).

Przeciecie h prostopadtej nh z wielkg osig stuzy za $rodek do zatocze-
nia tuku cl, przeciecie / na przedtuzonej malej osi jest srodkiem dla luku lak,
a g dla tuku kd; z tych tukéw otrzymana potelipsa moze by¢ zamieniong
odpowiedniem wykresleniem na catg elipse.

Uwaga. W ten sposdb kreslone elipsy zowiemy elipsami o koszykowym luku
(Kreisbogen-Elipse), bo tylko punkta | i k sg wiasciwemi punktami elipsy.

§. 325.
Fig. 203. Inne doktadniejsze postepowanie w kresleniu elips z pomoca tukow.

Na obu danych osiach wykresimy prostokat FOLK, podzielmy obie
potowy jednej osi na trzy réwne czesci Ol = 1,2 = 2C= OI' — 12' = 2'A,
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tak samo potowy bokdédw réwnolegltych do drugiej osi, t. j. uczynimy Gl =
= 1,2= 2(7==FI'= 12'= 204, poprowadzmy B, #2, BI', B2', €2, e/,
cif', e2', przezco otrzymamy przeciecia |, k, n, p i prowadzimy jeszcze cie-
ciwy *) kl i 17

77/m przepotowiona prostopadta hi; kl przepotowiona prostopadta sg,
ktora przetnie hi w punkcie g; IC przepotowiona prostopadta g11l, ktéra prze-
cina sg w 7r. qfr przepotowiona w Il. Punkt | na przedtuzonej malej osi (w ra-
zie potrzeby) stuzy do zatoczenia tuku Bk, punkt Il dla tuku kI, punkt II1,
lezacy na wielkiej osi, jest srodkiem dla trzeciego tuku ¢éwiartki elipsy BC.

Dla pozostatych jeszcze trzech ¢éwiartek elipsy powtarza sie to kreslenie
w odpowiedni sposob. Jakkolwiek to postepowanie przedstawia wiekszg za-
wito$¢ anizeli poprzednie, to jednak jest dokiadniejsze, poniewaz te tuki
przechodzg przez dwanascie, tam za$ przechodzity tylko przez o$m punktow
elipsy.

Uwaga. Dla tych samych powoddw zowig te linije jak w fig. 203 elipsg ko-
szykowego tuku.

8. 326.
Fig. 204. Kreélenie elipsy za pomocg sumy potosi.

D N prostopadta do ZW; bierzemy w cyrkiel sume obu potosi i z punktéw
a. h, e d lezgcych na NI) przecinamy tg otwartoscig linije ZW w g, e, fi h;
al — bil — clii = dV = malej, albo co dla wykreslenia na jedno wyjdzie:
gl=1/1/1 =elll hV réwne wielkiej osi, otrzymamy punkta I, Il. II1, V elipsy.
Odpowiedniem uzyciem tego kreslenia mozemy oznaczy¢ dowolng liczbe punk-
téw tak jednej czesci jak i catej elipsy. Wyobrazmy sobie obie prostopadte
ND i ZW stale, i $lizgajaca sie po nich prosta AB tak, aby sie posuwata je-
dnym koricem A po ZW, a drugim koncem B po ND. Do tej linii pomiedzy
A i B w nieréwnych odlegtosciach od tych punktéw przydany jest otowek;
to ten nakresli ciagtym ruchem <¢wier¢ elipsy w kazdym z czterech przez
prostopadte ND i ZW utworzonych katéw, a tak postepujgc dalej, otrzymamy
calg elipse, przyczem ksztait elipsy zalezy w kazdym razie jeszcze od odle-
gtosci rysujgcego otéwka od punktéw A i B.

Praktyczny rysownik kresli na papierze dwie takie prostopadte, a za
AB bierze w kazdym razie pasek papieru, aby w podany sposéb oznaczy¢
punkta elipsy, jezeli przy jej kreSleniu nie chodzi o szczeg6lng doktadnosc.

§. 327.
Tab. VI., Fig. 205. **) KreSlenie elipsy za. pomoca roznicy potosi.

Nakre$lmy dwie prostopadte do siebie AC A BD, odetnijmy GA — OC
= a, OB — OD — h. Na boku na prostej mn, odcinajac 0'C' = OA = a
i 0's = OB = h, szukajmy sposobem na figurze podanym réznicy obu poét-
osi 0'C — 0's —sC = a= h= B.

Wezmy w cyrkiel dtugos¢ R, wstawmy w odlegtosci sO lub s'0 lub s"0<fR
jeden koniec cyrkla w s, s, s" na malej osi BD, to musi drugi koniec cyr-
kla przecig¢ o$ wielkg AC w C', C", C™, a mianowicie zawsze w odlegtosci
sC', s'C", s"C"'— R. Potaczmy punkta si C', s i C", s" i C" prostemi li-
uijami, przedtuzmy je do I, Il, Ill tak, aby proste sl = s'll = s"lIl = a
rowne byly potowie wielkiej osi, to punkta I, Il 111 nalezg do elipsy.

**)I'JWﬁkl i IC brakuje wtg ﬁz%tﬂel @l L di
(3" zamiast w w Oniartke di
duzyg, zatans‘?%l(zje",rﬁgzymmﬂ'elmul przemeV\‘Elencrﬂ prana o P P
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W ten spos6b mozna wynalez¢ kilka t. j. dowolnie wiele punktow elipsy,
ktére potem od reki w nieprzerwanym ciggu potaczone, dadzg zgdang krzywa.
Wyobrazmy sobie linije sl potozong na Oc, to punkts musi pas¢ mi O a punkt |
na C, co jest mozebne, bo sl = 0'C = a = h-J-R. Niechby prosta sl po-
ruszata sie ciggle tak, aby punkt | przebiegt wszystkie punktu elipsy pomie-
dzy G i Il, to punkt s prostej sl musi sie na matej osi od O ku D oddalac,
a punkt C tej prostej sl musi sie na wielkiej osi ku O przybliza¢, dopdki
prosta sl nie przyjdzie w potozenie s'il. Jezeli wiec prosta ma takie poto-
zenie, ze kre$lacy punkt | przyjdzie doB, to musi sie C w O, a s w pe-
wném oddaleniu od O ku D na matej osi znajdowac, oddalenie to jest ro-
wne i?, t. j. OB = a— R; w ten sposéb ma punkt | prostej sl przebiedz
wszystkie punkta ¢wierci elipsy od C doB.

Poruszajac dalej prostg sl i pamietajac, aby jej punkt « poruszat sie
zawsze na matej osi i po obu stronach O, punkt C na wielkiej osi réwniez
po obu stronach O, to punkt kreslacy | opisze catg krzywg ABCD.

Postepowanie to uzywane jest przy kresleniu elipsografami, ktéremi
elipse podobnie, jak koto cyrklem jednym ciggiem mozna zakresli¢, jednak
te przyrzady, jak to juz z wiekszego mechanicznego zawiktania wyptywa,
sg posledniejsze od cyrkléw co do czystosci i doktadnosci rysunku.

8. 328.
Fig. 206. KreSlenie elipsy, majac dane, jéj dwie sprzezone S$rednice FG i IIK.

Na S$rednicy FG zatoczmy pétkole, wyprowadzmy w niém w dowolnych
odlegtosciach prostopadte przystawy la, Ilb, Illc, IVe, Vf, Vig, poprowadzmy
przez punkta 1, Il, I, IV, V, VI linije op [ ng i mr \lIs | lit | hu [ IIK, po-
faczmy punkt H $rednicy HK z punktem d przystawy $rodkowego punktu
poétkola, i poprowadzmy ao | bn | cm | el |fk || gh L1HD, odetnijmy nastepnie
Ip~ 1°iHn = Hg>1llm = IlIr, IVI — IVs, VIc— Vt, VIh= Vlu; to punkta
F,on, m,H, I, k, bdoa, p sg punktami elipsy, ktore tgczmy jednym
ciggiem od reki.

Pamigta¢ jeszcze nalezy, ze linije 11K i IG, jezeli majg by¢ $rednicami
elipsy, musza si¢ w punkcie O wzajemnie potowic.

Graficzne uzasadnienie WWKIeSlenia Fg 206 WyobraZmy sobie przez Sredhice kota FG

pizeproy B 08 IZUOV A X amneJkOtOchG nekreslone ra pazion®) i pionongj pla-
SZ(Z){ZI. 7nie rZutOw S\ s niech mh cbrdnii rzutam ukos$nje rzuca qccgo promienia S [IXJI AX.
|

Jeze opoprmmla prostg Is, a om\/\ego do-
% nie 7 A p,KIqO vm%wmAx & Otrzy-

pdq“a'l’n&mﬁ AX“Wd; est Flj%”l Sorzezorg) Srechi
H Kii. (JK = OH
brazany sobie, ze ta orzezora Srechica mi%s (I‘ed‘lcakdaFG Jes[ V?'rg
chica sprzezong, W wmw ZAponoa o 2
drzyn”ﬂ‘ryl.,vma  traperoich ¢oHR', ktoremeohalol tgka;y
dli [ cm j| bn arn n, %&%@% z%g)',_'d cIIhn blin

8. 329.

Fig. 207. Kreslenie normalnych i stycznych do elipsy.

Prosta MN jest w punkcie h do zakrzywionej elipsy normalng czyli pro-
stopadta, gdy jest prostopadta do stycznej przez ten punkt poprowadzonéj,
lub jezeli potowi kat zawarty miedzy promieniami wodzgcemi.

W tym celu poprowadzmy do danego punktu h przedtuzone promienie
wodzace fs {At, podzielmy powstaty ztad kat, tak aby a = byt §, popro-
wadzmy linije dzielacg MN. to ta bedzie zgdang normalng; jezeli poprowa-

16
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dzimy jeszcze T'I\ prostopadle do MN w punkcie h, to TI\ jest styczna do
elipsy w punkcie h.

Jezeli przez punkt P zewnagtrz elipsy mamy poprowadzi¢ do niej sty-
czna, to postepujemy w ten sposob: Z P jako Srodka zataczamy promieniem
Pfx koto, otwartoscia AB przecinamy z ogniska / koto w punktach G i //,
kredlimy fG i fK) proste te przetng elipse w punktach R iL: te dwa punktu
potaczone z P, dajg dwie styczne PT, i PT,, ktére przez punkt P prowa-
dzi¢ mozemy do elipsy.

Chcac sie wreszcie przekona¢ o robocie, mozemy nakresli¢ jeszcze linije
f\G i/ K, to styczne muszg je potowic.

Uwaga. Jezeli obie prostokatne csie elipsy sg dane, to mozna przez odpo-
wiedni wybor punktéw, jak np. P, ktore zewnagtrz pomyslanej elipsy obieramy,
i za pomocg tych prostych, jak np. PT., PT.,, Kf, Kfv, fxG, fG, elipse do-
ktadnie nakreslic. /

Zagadnienie. Z punktu obranego zewnatrz elipsy nakresli¢é do niej obie
styczne, podtug drugiego sposobu, wyjasnionego w fig. 199.

Do kredlenia elipsy w fig. 207, ktdre zresztg jest takie samo jak kreSlenie
w fig. 199, dodac jeszcze nalezy: Jezeli wyobrazimy sobie cienki nierozciggalny
sznurek dtugosci wielkiej osi, przytwierdzony koricami w obu ogniskach,
a sznurek ten jednostajnie wyprezony posuwaé bedziemy ostrem rysujgcem
ciatem nad i pod osig AB; to powstata ztad krzywa musi by¢ elipsa, po-
niewaz sznur tylko wszystkie mozliwe potozenia promieni wodzacych przyj-
mie, zatem kazdy punkt krzywej bedzie oddalony od ognisk ostata linijg Ali,
rowng wielkiej osi.

Ten sposob nie jest dokiadny, co tatwo widzie¢ mozna, jednak w za-
stosowaniu praktycznem jest bardzo czesto uzyteczny.

§. 330.
Fig. 208. Wpisac elipse w réwnolegtobok BCDF.

To kredlenie jest podobne do fig. 201.

Boki rdwnolegtoboku potowimy w A, G, J, K, prowadzimy AK, GJ,
dzielimy boki BF, CD i linije GJ na sze$¢ réwnych czesci, oznaczamy je
liczbami, prowadzimy cztery linije Al, a czesto takze A2, KI i K2; wszystko
sposobem uwydatnionym w figurze.

Linije Al przecinamy z KI, powstang tu cztery puukta a, b, f, g elipsy,
tak samo linije A2 z K2 dajg cztery eliptyczne punkta c, d, h, k.

Punkta A, b ¢ J, d, f, K, g, h, G, k, a polgczone od reki nieprze-
rwang linijg, dadza nam szukang krzywa.

Posta BCDF, Fg 208 waz z owinigtem linijami, jest wypedkiem UKoSnego rzutu ri-
gury 13L

8. 331
Fig. 209. Wynalezienie prostokatnych osi ab i cd elipsy, ktorg w réwnolegtobok
ACDG zapisa¢ mamy.

Proste BF i IIK potowig boki réwnolegloboku, w B, K, F i H. Ff—
— ljiGD LGD; Of w o przepotowione od Id, a przecinajagce GD w ()'. Z (/
jako s$rodka zataczamy promieniem O'O koto, ktére przecina prostg GD w h,
a przedtuzong GD w e; potaczmy/ z e i h; polgczone e 7,0 daje kierunek
matej, zas h z O kierunek wielkiej osi.

Chcac przedstawi¢ wielko$¢é osi postepujemy jak nastepuje: Z/ zata-
czamy promieniem fF koto rFgp, ktére przecina ef w g, a takze tworzy zfh



przeciecie a*); przez te punkta przeciecia prowadzimy gc i mn réwnolegte
do f<\ to od tych réwnolegtych bedzie przecicteeOwtalOw 6, Oci Ob
sg obie poétosie; a gdy uczynimy Od = Oc, Oa = Ob, ab wielkg i cd malg
osig elipsy, ktoéra jednym z sposobdw nakres$lona, bedzie wpisang w réwno-
legtobok.

Graficzne uzasadnienie. Fig- 209. Niecli bedaie Ge osig rzutéw: rFgp kolo na poziomej
ptaszczyznie rzutéw, wpisane w kwadrat, ktérego bok GD lezy w Ge. Na boku GD nakreSimy
kwadrat GDA"C", na pionowej ptaszczyznie rzutéw, i poprowadZmy przez jego $rodek O" koto
FK"B"H", ktére kwadrat w /-, K", B", li" dotyka; $rednica 11"0"K" WGFD i $rednica
FO"B" prostopadta do GD wF; GFD jest przeto poziomym rzutem kota i kwadratu. Dalej
niech bedzie FB poziomym a z B" wprawo ku osi rzutbw Ge poprowadzona prosta pionowym
rzutem uko$nie rzucajacego promienia S. Rzucajac przeto kwadrat wraz z stycznie wpisanem
kotem O", F, to GDAC bedzie ukos$nym rzutem kwadratu GDA"C", a FcKaBdHb jest uko-
$nym rzutem kota FK"B"H"' w ten kwadrat wpisanego. Dalej 11K jest uko$nym rzutem po-
ziomego promienia H"K" kola, a FB jest ukosSnym rzutem pionowej $rednicy FO"B" kola.
Zatein B K jest jedng sprzezong $rednica, a FB druga. Nastepujace'm wykresleniem mozna ta-
two oznaczy¢ dla Srednicy dowolnie obranej w tej elipsie, druga sprzezong z pomocg kofa /.
Niech bedzie np. ab dowolnie nakreslona, a mamy do niej nakresli¢ graficznie odpowiednig S$re-
dnice sprzezong. W tym celu oznaczmy punkt przeciecia h tej Srednicy na Ge, potaczmy h z/
prosta hf, wyprowadzmy w/ prostopadtg fe do fh i nakre$imy przez punkt osi e i O prostg cd,
to ta jest drugg sprzezona$rednica elipsy. Mozna wiec uzywajac wihasciwego rodzaju czworoboku
kotowego Olife, w ktérym katy okregowe przy O i/ sa proste, umiesci¢ dwie prostopadie $re-
dnice w kole rFgp tak, ze przezto srednice w elipsie lezace takze musza tworzy¢ katy proste,
mianowicie gdy wyprowadzimy prostopadtg 1k z $rodka o do cieciwy fO, az ta przetnie $rednice
kota he w O', a ten punkt jest Srodkiem pomocniczego kota hfeO- Prowadzac zatem hf i fe. to

przy f jako kat okregowy = A Kredlac w konicu ecOcl i hbOa, to cd  ab. Musimy

takze usprawiedliwi¢ oznaczenie punktéw c i b za pomocg réwnolegtych gc i mn. Z punktu prze-
ciecia prostej hf z kotem/, oznaczonego przez a, i z punktu g nakre$lmy prostopadte do Ge;
i te oznaczmy aft i gy. Z (L i 7 prowadZmy réwnolegte jib, yc do FB, to potozenie wierzchot-
kéw b i c wielkiej i matej osi elipsy jest oznaczone. Kreslenie wierzchotkéw b i ¢ upraszcza
sie, pamietajac, z2  fFO = gyc, dalej Ff:yg= eF:eyi FO:yc= eF:ey, zatem Ff: yg
= FO :yc, przeto trojkaty fFO i gyc sa podobne. Poniewaz jednak dwie pary jednakowych bo-
kéw sag réwnolegte, przeto ( trzecie, t. j. JO i ge réwnolegte by¢ musza. W podobny sposéb do-
wies¢ mozna réwnolegtoéci mn i fO.

8. 332.
Fig. 210. Majac dang elipse, wynalez¢ osie.

Prowadzimy dwie rownolegte cieciwy EF i OIJ, potowimy je wN i P,
prowadzimy przez te punkta podziatu prostg LK, ktorg znowu w O przepo-
towimy, a otrzymamy S$rodek O elipsy.

Z O zatoczmy dowolnym promieniem koto ORST tak, aby to przecieto
elipse w punktach Q, R, S, T; jezeli wykreslenie dobrze wykonano, to te
punkta potgczone odpowiednio, dadzg nam prostokat. Nareszcie z punktu O
poprowadzmy roéwnolegle AB do jednego a CD do drugiego wymiaru prosto-
kata, to AB i CD bedg zadanemi osiami.

Podtug tego, co dotad o kresleniu elips powiedziano, myslacy uczen
moze w inny sposob rozwigza¢ zadanie pod fig. 209.

8 333.

Niecli trojkat SGR fig. 211 przedstawia ostrokrag, to plaszczyzna prze-
cinajaca go, jezeli spotyka wszystkie jego boki, tworzy z niemi zamknietg
krzywa; linija ta bedzie kotem, jezeli przecinajaca ptaszczyzna, jak np. GR,
tworzy''z osig SY kat prosty; elipsg za$, gdy przecinajgca ptaszczyzna, jak
np. V, VI, tworzy kat ostry, przytem jednak, jak to juz powyzej wspomniano,
spotyka wszystkie boki ostrokregu.

*) Wyobrazamy sobie tylko w figurze.



t/2GR jest promieniem kota przecinajgcej ptaszczyzny GR, za$ postac
elipsy dla ptaszczyzny przecinajacej V, VI mozna oznaczy¢ nastepujacym
sposobem.

Kreslimy I, Il | Il1l, IV | GR, te réwnolegte przetng V, VI w ci g
a boki ostrokregu w s, ti u, v; na su i tv jako $rednicy zatoczmy potkola,
poprowadzmy przystawy ch i ek przez c i e, zaS gm i nr prostopadte do
V, VI; odetnijmy cm ==cg —ch i er = en = ek; to punkta m, r, {7, n utwo-
rzg z a i 6 punkta elipsy, ktéra zarazem przedstawi sie obrdcong o 90°
na ptaszczyzne rysunkowa.

8. 334.
O powierzchni elipsy.

Powierzchnia elipsy jest rowna powierzchni kota, ktérego promieri jest érednio geometry-
cznie proporeyonalnym miedzy pétosiami.

Uzasadnienie. Powierzchnia elipsy wyptywa z powierzchni kota, ktdrego ona jest rzutem
i z kata nachylenia plaszczyzny kota do ptaszczyzny rzutu; obwoéd wielokata zbliza sie usta-
wicznem zwiekszaniem liczby bokéw do krzywej linii. Niech a oznacza prom en kota, zas @na-
chylenie jego ptaszczyzny, to powierzchnia eliptycznego rzutu kota =e' a-7T.cos<¢ zarazem a jest
wielka potosig elipsy, a a.cosy warto$¢ matej pdtosi h, tak ze powyzsze wyrazenie dla po-
wierzchni elipsy zamienia sie na a.h.n.

§. 335.

Hg 220. Poréwnanie powierzchni elipsy z powierzchnig kota., ktérego $rednica réwna sie
sumie obu potosi.

Na FigZZ) widzie¢ mozna uzmystowienie wymaganego poréwnania.
Odpowiednio do tego oznaczmy potowe wielkiej osi przez «, polowe matej osi przez b

za$ powierzchnie elipsy przez E, a kota przez K, i szukajmy czy E — K.

Niech bedzie E = K, to wynika: nab = n
ab = (« +‘]O*’

4ab = a2-|- 2 - 2ab,

(a—b)2— o,
a—b =0,
a— b

Ten wypadek wskazuje, ze elipsa ktérg mieliSmy poréwna¢ réwne ma osie, zatem musia-
taby by¢ kotem ; przeto obie powierzchnie przy danych warunkach nie moga by¢ réwne.

Poniewaz a > b iloczyn ab réwny kwadratowi z przystawy w pétkolu, jest mniejszy od
kwadratu z promienia r, zatem nab < nr2; przeto powierzchnia elipsy jest mniejszg od powierz-
chni kola podlug zadanego wykreslenia. W praktyce taka przemiana figur przy matej réznicy
osi jest mozebna.

Parabola.

8. 336.

Okreslenia. Parabola Fig. 212 jest krzywa majacgq wilasnosé, ze kazdy
joj punkt a, b, ¢ od statego oznaczonego punktu f i oznaczonej statej linii
LL[, jednako jest oddalony. Punkt/ zowie sie ogniskiem, linija LL{ Kkie-
rownicg, proste af i alJl, Wyrazajgce wspomniane odlegtosci punktu« para-
boli, zowig sie promieniami wodzgcemi. Przez odlegtos¢ od linii rozumiemy
zawsze prostopadta do niej.



125

§. 337.
Kreslenie 'paraboli.

W fig. 212. AX _ LI, i Of— XiAf. Punkt O zowie si¢ wierzchotkiem
paraboli, a AX jej osin.

Na kierownicy wyprowadZmy prostopadte Tc, llb, Ilia, potaczmy punkta
I. Il, Il z ogniskiem, przepotowmy te proste//,///, fili, poprowadzmy
prostopadte potowigce iinije fcc, td, na; to z przeciecia sie, ich z prostopa-
dtemi /c, Uh, Ilia powstang punkta a, b, ¢ paraboli.

Tak otrzymane punkta, do ktérych postepowaniem podobném mozna do-
taczy¢ inne, taczymy od reki, a otrzymamy parabole.

8. 338.
Fig. 213. Inne sposoby kreslenia, majac dany parametr (213).

Iszy sposéb. AX 1 LL'; Af= 2PR (do 213) réwne potowie paramé-
tra; AO -- VAPR; O jest wierzchotkiem, / ogniskiem. W dowolnych lecz od
wierzchotka O odpowiednio zmniejszajgcych sie odlegtosciach prowadzimy
do osi AX prostopadte, t. j. do kierownicy réwnolegte lik, Im, no, pr, su, vw,

uczynmyfl =/e - JA; nastepniefil - fX 1 = fA, ktéra przez ognisko prze-
prowadzona réwnolegle do kierownicy, zowie sie¢ parametrem X111 = 4A0
paraboli.
Uczynmy nastepnie fll1=fX=2A, flV = fIX = 3A, fVv=fVIlII
=» Ul, fVI =fVII=5A.
Tak otrzymane punkta I, II, 111, IV, V, VI, VII, VIII, IX, X, XI, ¢ O
potaczone z soba, dajg parabole.
Fig. 2132 2yi sposob. Fig. 213 a. PX 0$ paraboli,
r w R wierzchotek, PR parametr. Wyprowadz-

my7 w R do PX prostopadta T, obierzmy na
parametrze dowolne punkta ¢, d, g, h etc.
i zatoczmy z nich promieniami = Pc, — Pd,
= Pg etc. kofa, ktore przetng styczng T w i,
n, m, k etc.; wyprowadzmy w i, n, m etc.
do stycznej T prostopadte, te przetna pro-
stopadte wyprowadzone do PX z |, u, v etc.
w punktach z t, s, q etc,- te punkta nalezg

do paraboli. wg, = wqg, vs — vs etc. Pro-
wadzac nareszcie przez te punkta krzywa
gstRs, __, to ona jest parabola.

Dowdd. Z nauki o kole wiadomo, ze iR =

PR.RI,nR = PR.Ru, mR = PR .Rv etc. Po-

stacie Rlzi, Rutn, Rvsm etc. gj. prostokaty, zatem zI — Ri, ut = Rn, &= Rm etc. Przez pod-
stawienie otrzymamy, gdy oprécz tego PR = p podstawimy: 2 = p .RI, ut = p . Ru, vs2 =
p . Rv lui) ogblnie y*= px, i to jest zrébwnanie paraboli.
—2 -2 —2 —2
Dodatek, p = p = — , zatem = _— lub zI Iut = RI:Ru.
f RI Ru RI Ru
Ta proporcya wyraza sie stowami:

W paraboli kwadraty z przystaw sg w stosunku prostym odcinkow.



Fig. 213 b. 3ci sposob. Fig. 213 1. AX 0$, Owierzchotek,
L kierownica paraboli. OR — p parameter para-
boli. Zatoczmy na parametrze OR jako $rednicy
koto z o; wyprowadzmy w dowolnych punktach
¢, d, g etc. do AX prostopadte; poprowadzmy cie-
ciwy Oi, Ol, Ok etc. i odetnijmy przystawe cs= Oi,
przystawe dn — Ol, przystawe grm = OK etc. i po-
prowadzmy przez punktu m, n, s, O itd. krzywa,
to ta jest parabola.

Dowéd. Z nauki o kole wiemy: Oc: Oi = Oi : Oi?,
Od:0l = Oi'0i? Og: Ok = Ok :0i? etc.; podtug wykre-
$lenia Oi = c¢s, Ol = (w, Ofr = gm etc., a przez podstawienie
wyraza sie powyzsze proporcye Oc:cs = c¢s: Oi?, O : dn =
1 0i?, Og:gm = gm : Oi? etc. Podstawiwszy wjedno z tych
rownan jako $redni wyraz = g, jako pierwszy = cc¢, a jako
ostatni === p, to bedzie a:y = vy :p, a przezto /25 pal to jest zréwnanie paraboli.

§. 339.

Fig. 214. Kreslenie, paraboli, gdy odcinek SD i przystawa BD punktu B
paraboli sg znane.

BC jest LOS i CD = BD. Podzielmy BD i CD na cztery rowne cze-
§ci: Bl = 1,2=2,3 = 30 = D3'= 32'= 2'1"= I'C; rédwniez DS, t. j.
D1 = 1"2" - 2"3" = 3"S (odwrdémy porzadek cyfer i, 2", 3"). Popro-
wadzmy przez 1, 2, 3 i 1', 2, 3' prostopadte do BC, nastepnie przez 1" pro-
ste Ca i Ba, przez 2" proste Cft i Bft\ przez 3" proste Cd i 2M'; to linije
jednakiemi cyframi oznaczone dadzg przeciecia a, fi, 8, a, (i', 8', ktére zB,
iS i C potaczone odpowiednio, dadzg zgdang parabole.

Do Fig. 214. Przyjmijmy, ze trzy punkta i?, $, C wspotrzednych sii punktami paraboli.

Mamy dowie$¢, ze punkta a, /?, J, d7, /i' etc. wedlug podanego wykreslenia nalezy do
krzywej, ktéra jest parabola,.

Dowéd. SD odcinek = cc i BD przystawa = g, zostaly na n réwnych czesci podzielone.
Z punktéw a, ??, d wyprowadZzmy do SD prostopadte ad = yx, fig = g2, di = g3 i odcinki

Si) = @ aefr?*  /y D3"C, zatem jest od:e/3"= DO:D3", c/3" = je"
dnak jest «Z F“ i D3" = A c, przeto jest
z n—z
n X zx (n — 2) i
< LS ——— SR A S— Sd = oj= S$3" — d3",
zatem
X = _ymX0—2 (z n—R /zn  n—z2
T n n2 ) X \n2 n2 )
zn —zn 4- 22 z2
"'""h_— X — —n)% .................................................... O)l
@poniewaz y2= px, przeto x = LZ wstawmy to w zréwnanie (1), a otrzymamy
zc 2T
2 p (2).
Jednak ad = yx= 2g'g— ~yxiy2= —y2; jezeli te warto$¢ wstawimy w zréwna-

nie (2), to otrzymamy

e zlr
7* % \ iAo

o /
¥ - -im—p A Iy\ = pxi. AN -= I+
g, i @ sa wspotrzedne punktu a, ktéry do krzywej BaSC nalezy, a ktéra rzeczywiscie
jest paraboli}. Ze i punkta i3 d, d7 sa punktami paraboli, dowodzimy w podobny sposéb.
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8. 340.

Jezeli, ostrokrag prosty (IKS Fig. 215 przetniemy ptaszczyzng xy réionolegta do
jednej z rodzacych RS,

to przekréj da nam krzywa, niezamknietg, bo ptaszczyzna nie przetnie wszy-
stkich rodzacych.

Aby krzywa przeciecia, ktdra w tym przypadku jest parabolg, uwi-
docznié, postepujemy w nastepujacy sposob:

W dowolnych odlegtosciach prowadzimy do GR rdwnolegte/,//, 111, 1V,
V,VI1., ktére xy w a, I, n, r przetna, na tych rownolegtych jako S$rednicach
zatoczmy pétkola, wyprowadzmy przystawy aa, 1 ny, r6, nastepnie nm | po
| sr||ut _Lxy, przetnijmy je promieniami aa= al = aa, 11 = [,2 — 1}
ny =n3= ny, rS'= rd4 = r6- to bedg a, (i, y, 8, 1, 2, 3, 4 punktami pa-
raboli, ktére odpowiednio potaczone, przedstawiajg parabole, obrécong o 90°
na ptaszczyzne rysunkowa.

8. 341.
Fig. 216. Kreslenie paraboli, majac dane kierownice, o$ i parametr paraboli.

PR = 2Af. Wykreélenie jest takie samo jak w Fig. 213.

Wyobrazmy sobie trojkat prostokatny abc Fig. 216 $lizgajacy sie katem
prostym po statej kierownicy LL, (lineat) Fig. 216, dalej jeden koniec «
trojkata potagczony z ogniskiem / nierozciggalnym sznurkiem, ktéry w a i/
umocowany jest i tak diugijak przekatnia ab; to, jezeli sztyft wytezajacy sznur
porusza sie wzdtuz linii ab, a réwnoczesnie trojkat posuwa sie po kierownicy,
to sztyft w jakiemkolwiek potozeniu w punkcie p na krzywej przez niego
utworzonej znajdowac sie bedzie, z czego pokazuje sie: fp -} pa = bp -j- pa,
zatem fp - bp, t j. jego odlegtos¢ od ogniska i od kierownicy jest jedna-
kowa. Kreslacy sztyft opisuje parabole; ten sposéb kreslenia uzywany jest
tylko w praktyce, bo i tu zachodzi podobna niedoktadno$¢, jak to przy elip-
sie wspomnielismy.

Dodatek. Parabola jest miejscem geometrycznem wszystkich srodkdéw kot,
stycznych do dandj prostej, a przechodzacych przez staty punkt.

Zagadnienie. Danym promieniom zatoczy¢ kolo, przechodzace przez dany
punkt, a styczne do danej prostej.

8. 342.
Fig. 213. Kredlenie stycznych.

Iszy spos6b. Dany jest punkt stycznosci e. Prowadzimy el prostopadig
do AA, z punktu O promieniem Ol przecinamy AX, powstaty ztad punkt ta-
czymy z e, a powstanie zadana styczna at, t. j. prosta, ktora parabole w €
dotyka.

ligi sposdb. Jezeli punkt styczny nie jest wiadomy, lecz zewnatrz ob-
wodu paraboli dany jest punkt a, przez ktory styczng prowadzi¢ mamy.

Z a jako srodka kreslimy promieniem af tuk, przecinajacy kierownice
Lh" w punktach b i c; w b i ¢ wyprowadzamy prostopadte do LL', to te
przetng parabole w punktach e i g, ktoére potgczywszy z a, otrzymamy dwie
styczne at' i at, jakie mozna prowadzi¢ z punktu a do paraboli.

Kazda prosta, prostopadia do stycznej w punkcie stycznosci, zowie sie
linijg normalna.
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g 343.

Zagadnienie. Fig. 213. Réwnolegle do danej prostej O nakres$li¢ i-tyczug
do paraboli.

Rozwigzanie. Do O prowadzimy w paraboli réwnoleglg cieciwe ma, po-
towimy jg i prowadzimy przez S$rodek o
Fig. 213c. prostate, rownolegtg do osi AZ, ktdéra para-
bole przetnie w punkcie te t przeto jest pun-
ktem stycznosci, przez ktéry styczng Tt ro-

wnolegtg prowadzimy.

Uwaga. — Strumienn wody wytryskajacy
Z rury niepionowo stojacej zatacza tuk parabo-
liczny; wystrzelona kula opisuje tuk paraboli-
czny. Na whasnosciach tych krzywych polegaja
reverbery lamp, uzycie wklestych zwierciadet,
trgbek do stuchu i tub. "V nowszych czasach
uzywajg paraboli jako czesci tukéw skretowych
przy budowie kolei zelaznej, regulatoréw przy
maszynach parowych itd.

8 344,
Zagadnienie. Powierzchnia paraboli réwna sie dwom trzecim czeSciom
prostokata na niej opisanego.

Uwaga. Tu miejsce nie pozwala na uzasadnienie powyzszego twierdzenia.

Hyperbola.

§. 345.

Okreslenie. Fig. 2!7. Kazdy punkt hyperboli ma te wiasnos¢, ze roéznica
jego odlegtosci od dwdch statych punktéw jest stata.

§. 336.

Objasnienie i graficzne przedstawienie.

Na prostej (do 217) odetnijmy najpierw odlegtos¢ ff1l obu punktow
statych, te zowig sie ogniskami hyperboli, a oznaczajg sie przez ff\; réwnie
nakre$lmy statg réznice am odlegtosci jakiegokolwiek punktu hyperboli od
ognisk.

Dalej jest CD = XY, OA= OB = if2am; Af= Ef\= i/2uf\; AC =
AD=Gf— Ofy To kreslenie stanowi system osi hyperboli, ktére wypada
nam jeszcze wykreslic. Rozpoczeto odlegtoscig //j, potrzeba zatem' teraz
przedstawi¢ dalsze kreslenie wiekszemi odlegtosciami fl, f2, f3. Obierzmy
dowolng wielko$¢ f 1b — Ad j> fj], zatoczmy z/ i f, tuki ST i mv, odetnijmy
mi j\ b stalg réznice bc= AB = am i zatoczmy promieniem f, ¢ znowu z/ i/,
tuki 19, 14 i 6, 11, to otrzymamy cztery puukta, m, r, G, g.

Tak samo uczyni¢ mozna odlegtoscig ,/j d, jednak z opuszczeniem linij
pomocniczych, ktore tylko dla tatwiejszego przegladu sg wprowadzone, a ob-
chodzi¢ sie mozna w odpowiedni sposéb z XY. Na niej mamy juz Ali — ad
— am odciete; bierzemy wiec A4 = fxd w cyrkiel, zataczamy z/i/j tuki VW
i tu, przecinamy je z ognisk promieniem B 4 = fla! lukami 20,13 i 5,12, a otrzy-
mamy punkta |, s, a, k. Bierzemy jeszcze A2 i tym promieniem zataczamy z/i/j
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luki wr. xy, przecinamy je promieniem s> z/ i/, tukami is, 18 i 7, 10
wpunktach b,e n i zf i,/ zataczamy promieniem » 1 tuk s i zz5 pro-
mieniem s 1z /i/, luki 1s. 17 i s, P, powstang ztad punkta przeciecia
o, p, c, d. Tak Otrzymane punkta a, G, b, ¢, A, d, e, g, k, | I, m, n, o, B,
p. a. r. s potaczone z sobg od reki nieprzerwang linig daja szukana hyper-
bole. x v zowiemy osig poprzeczng, co o0sig urojong, O Srodkiem, a i s
wierzchotkami hyperboli. Chcac otrzymaé pozadang doktadnos¢, pamietajmy,
iz réznica wielkosciw, 1, /, 2 itd. odlegtosci/ /.72 w blizkosci punktu/,
powinna zwolna wzrastac.

uwaga. Styczng do hyperboli, poprowadzong przez punkt zewnatrz niej po-
tozony, kresli sie w podobny sposdb jak przy elipsie. Linia potowigca przylegta
katowi miedzy promieniami wodzacemi jest normaina, a linia potowigca kat mie-
dzy promieniami wodzacemi jest styczng w punkcie hyperboli.

Praktyczne jwstepowanie. Lineal k jy mogacy sie obraca¢ naokoto f\; ze
sznurem przytwierdzonym u« i/ a na krawedzi ¢ x i $lizgajgcym sie szty-
ftem rysujacym podobnie jak przy kresleniu elipsy i paraboli, uzmystowi
uczniowi z pomocg figury praktyczne kreslenie hyperboli; przytem lineal po-
winien by¢ diuzszy o statg am od sznura.

W ten sposob otrzymano po obu stronach co krzywolinijne figury,
ktore zarazem sg jednakowe, tj. przystajg do siebie. Z obu tych figur zowie
sie jedna dodatnig a druga ujemng gatezig hyperboli.

8. 347.

Hyperbola uwazana jako przekréj ostrogregu.

Ta krzywa wypada jako ograniczenie krzywolinijne przekroju, utworzo-
nego ptaszczyzng a x: z ostrokregiem ¢s:. Fig. 218, tworzaca kat zjego
rodzacg ¢is mniejszy od kata ¢sr zawartego miedzy rodzqeeml Przedtuzmy
ostrokreg, przedtuzajagc jego rodzace, to plaszczyzna ax: przetnie takze
ostrokreg nad s, a tak powstanie druga gatez hyperboli. Przedstawienie,
tj. obrécenie tego przekroju hyperboliezn go odbywa sie podobnie do przed-
stawienia przekroju paraboli pod Fig. 215.

8. 348.

F|g 219 Kredlenie hyperbolimjezeli tylko jej osie sa dane.

Nakresimy prostokat 1 sk na liniach ae ioc, ktore liniomas ico
w Fig. 217 odpowiadaja; podzielmy oc = oo na dowolng ilos¢ réwnych czgsci,
tak samo i réwne o s i 6 «, Oznaczmy Ilczbaml i polagczmy otrzymane punkta
za 18, jak figura OkaZUje to przeciecia ~1 i a2 zs 1 i 82 dajg punkta
a b, C d, e, g, hyperboli.

Gdybysmy przeprowadzili linig ac i jej podobng os. to te linie od-
powiadajagc wiasnosciom rdéwnolegtoboku sg réwnolegte, mogltyby dopiero
w nieskonczenie wielkiem oddaleniu da¢ punkt hyperboli; prowadzac wiec
do tych linij réwnolegte przekatnie « « i rs, te przedtuzajac do ni i nk, toO
bedg sie zbliza¢ coraz wiecej do hyperboli, jednak nigdy jej nie dosiegna.
Te proste n1 i nk ZOWIig Si€ 1edwo nie styczne (@Symptoty) hyperboli.

uwaga. Majac dane obie galezie hyperboli, mozna oznaczy¢ srodek o osie
i ledwo nie styczne nastgpujacym sposobem: prowadzimy dwie dowolne réwno-
legte cieciwy s is,, potowimy kazdg z nich wa i /3 faczymy punkta podziatu
prostg s, prosta ta przetnie gatezie hyperboli w punktach 7 i O; odlegtos¢ 7
potowimy wo, to ten punkt jest srodkiem hyperboli. (Pamietajmy te litery w dal-

szym ciggu)
17



130

Aby kierunek osi gtownej x v otrzyma¢, zatoczmy ze Srodka o Kkoto, ktdre
przetnie obie gatezie w punktach . i r; oba te puukta przeciecia fgczymy prostg fr
i prowadzimy do t6j linii przez Srodek o rownolegty prostg x v. to bedzie zadang
0sig poprzeczna.

Clicac otrzyma¢ ledwo nie styczna, przecinamy obie galezie prostg ~rj w do-
wolnéj odlegtosci od - réwnolegle do osi gtownej, a ta przecinajaca bedzie miata
z gateziami hyperboli punkta f i/ wsp6lne; odlegtos¢ fij potowimy w punkcie e
i zataczamy z tego punktu jako $rodka koto na zi7 jako $rednicy. W odlegtosci
potowy rzeczywistéj osi nakreslmy do tej Srednicy kota rownolegly cieciwe <.
i wyprowadzmy zjéj koncdw : i « prostopadie ii iy.y do Srednicy kola i po-
prowadzmy nareszcie przez punkta x i 0, nastepnie przez y i 0 proste, to te sg
zadane ledwo nie styczne.

uwaga. Powierzchnia hyperboli nie da sie wynales¢ za pomoca geometryi
elementarnej i mozna ja tylko w przyblizeniu oznaczy¢ mechanicznym sposobem
przez roztozenie na trapezy lub tréjkaty i trapezy.

8. 349.

Objasnienie. Parabola, elipsa | hyperbola Sq ZSObq bllSkO SpOkI’ewnione
i juz ich powstawanie wskazuje, ze uwaza¢ je mozna jako ogélnego wypadku
trzy szczeg6lne wypadki. Jezeli przez odlegtos¢ punktu od kota rozumiemy
wymierzong odlegto$¢ na odpowiedniej prostopadtej do kota i przyjmujemy,
ze prostg jest koto, ktorego promien jest nieskonczenie wielkim, t0 «azda
z tych trzech kfzywych jest miejscem geometrycznym punktu jednako oddaloneyo tak
od danego punktu jalc od danego kota. StOSOWﬂie dO tegO, CZy dany punkt na
wypuktej lub wklestej stronie kota lezy, powstaje elipsa lub hyperbola.
Rdznica pomiedzy "wklesta lub wypukiy strong znika, jezeli koto przeszio
w linie prostg"i o tyle parabola jest przejsciowym wypadkiem miedzy elipsg
a hyperbolag. Poniewaz dany punkt przedstawia jedno a $rodek kota drugie
ognisko, to" przy paraboli znika drugie ognisko w nieskoriczonem oddaleniu
a drugi promied wodzacy (Leitstrald?) zastepuje Srednica.

Cykloidy i cykloidowe krzywe.
8. 350.
okrestenie. Wyobrazmy solne koto i, 2 ... s.... 12, Fig. 221, na jednej
i t6) samej ptaszczyznie toczace sie¢ po prostej oL, to ktérykolwiek punkt
12 kola opisze podczas ruchu krzywg 12, a,...t...1, n, 12, KtOrg zwyczaina
cykloidg lub poprostu cykloidg zowiemy. Prosta . zowie sie podstawa,
a koto kotem rodzacém cykloide.

8. 351.
F|g 22' Kreslenie cykloicly.

L jest L o 127 dzielimy koto na dowolng, lecz ile moznosci wielkg
ilo$¢ rownych czesci 12,1 = 1,2 = 2,3 — .. = 10,11 — 11,12 prowadzimy
do v réwnolegte s /, 7, 5 ku u1 s, 4 kU« 9,3 Kus; 10, 2 kKu » 11, 1
kup przedtuzona; przenosimy dtugos¢ tuku 12, 1, ktéra, poniewaz bardzo
mata obrang zostata, zgadza sie prawie z cieciwg 12, 1 Ku 12, 1, tj. na

prostej s. odcinamy 12.1-= 12,1, 12 = 1,2, 203 = 2,3 itd.; wreszcie
117120 = 11,127 dO0 &L wyprowadzamy prostopadte 11, 211, s, 4y,
5°V, 6' VI, 7' VI, 8 VI, 9'IX, 10'X, 11'XI] promieniem 012 przecinamy

z1 réwnolegltg 1ip tukiem 1+ 2 wpunkcie a, z i1 prostg 10 r tukiem 2
Wb, Zii1 prostg o s tukiem s cwc, ziv prostg s « tukiem 4+ ¢ Wa, 27
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7 u przez 5 e we, wkoncu odcinamy VIf = VI6'= O7 2 dalej kreslimy
zawsze tym samym otworem cyrkla O 12 z VII przeciecie g lukiem 7 g;
z VIII przeciecie h, z X1 przeciecie fc z X przecigcie | a n otrzymamy cie-
ciem luku 11'n z XI.

Punkta X2 a, 6, c d, e /, g0 A ft Zw 12' polagczone od reki dajg
zadana cykloide.
* ot 8. 352.
F|g 222 Drugi sposéb kre$lenia.

Dzielimy kolo i przenosimy na . z punktu 12 w prawo czesci kofa,
prowadzimy réwnolegte jak w Fig. 221. W 1 wyprowadzamy prostopadtg na

e L, ktora przecina « m w i, prostopadta w 2' przecina 70, 1 w . Prosto-
padte do s ws: 4+ s, s dajg zrownolegltemi przeciecia 111, v, v, /;
odetnijmy 1 = = cieciwie 1 «, u b - cieciwie 2 3 111 ¢c= 30, iFd = 4y,

Fe =. 5i; to otrzymamy punkta 72, a, 6, ¢, d, ., r potowy cykloidy, ktérg
fatwo dopetni¢ mozna podobnem oznaczeniem punktow g, n, k. 1, m.
Kreslac linie m 11+ 110°... ko-... n8”... ¢ T 1| przecinajace sie 1 ...
w ... itd. to zpunktow « 1 - . 11 zatoczymy tuki promieniami 11 12'..
T m ... 11 1., za pomocg ktdrych potgczyé mozna punkta 12, m, 1, «, n,
./, a otrzymamy cykloide.
8. 353.

F|g 223 Kreélenie przedtuzonej cykloidy.

okrestenie. Jezeli punkt rodzacy . jest zewnatrz okregu toczacego sie
kota 1, 2, 3...6...11, 72, to powstanie przedtuzona cykloida.

Krestenie. g1 1t jeSt = dOo o 12 w punkcie 72. Polgczmy . zo, za-
toczmy promieniem o a z o koto i poprowadZmy przez . prosta GL |4, 1v

Toczace sie koto lub z niem wspotsrodkowe zwane takze kolem rodza-
cem, poniewaz zawiera punkt rodzacy, podzielmy na dowolng jednakze ile
moznosci wielkg liczbe rownych czedci, tak zc rdwne kawaitki tukéw z cie-
ciwami swemi prawie sg rowne, prowadzimy przez punkta podziatu promienie,,
tak aby i drugi wspotsrodkowy ale jeszcze niepodzielony okrag niemi byt
podzielony na takg samg ilos¢ rownych czesci. PrzenieSmy na g1 1t z 72
w prawo *czesci 72" 7, 7, 2 toczacego sie kofta.

POprOWadzmyyr [I%" 8t " yv ||jw || ay "g, Ix [] G L, prZeZ 1., 2.0 3.,
11, 120 do e L prostopadte v 1, crr, drii, e v, n X1, o x1i- przetnijmy
promieniem o a : 1 réwnolegty «y wo', z11 réwnolegly iw wc, zin
rownolegta yv wa, . 1v rownoleglty s+ we', zF réwnolegly a s w/'; lecz
vig = jest vi g. W podobny sposéb znajdziemy punkta drugi¢j potowy
krzywej.

Punkta a, b, ¢, ¢, e, f, g, nh, k_m, n, o polgczone od reki nie-
przerwang linig, dadza przedtuzong cykloide. )

Jest takze skrecona cykioida, poOwstajaca, gdy podlug Fig. 223 prosta
GL jest podstawg, wieksze koto a, a, /2 y, 8- jest kolem toczacem sie,
a punkt 72 jest "punktem opisujgcym skrécong cykloide w mateni kole 72,
11, 10, 9..

8. 354.
F|g 224 Kreslenie epicykloidy.
okrestenia. Jezeli koto o, 1, 2,.... 10, 11 toczy sie po okregu innego

kota na jednej i tej samej plaszczyznie, to jakikolwiek punkt O kota tocza-
cego sie kresli epicykloide podczas ruchu.

Toczace sie koto zowie sie kotem rodzgcem (Erzeugungskreis), bo za-
wiera punkt rodzacy o, a drugie podstawg lub kotem toczenia (Walzungs-
kreis, — koto, po ktérem sie toczy).



Kredlenie. Rodzace koto dzielimy na dowolna o ile moznosci wielkag
ilos¢ réwnych czesci, ktére takze na okrag- kota podstawowego przenosimy,
ti. juk 01 — tukowi 01" — tuk. 1, 2= tuk. V, 2 = 3,3 —luk. 23 «

. = tuk. 10, 11 = 4tuk. 10, IV = tk. 11,0 = k. 1V, 12’

Poprowadzmy wspotsrodkowe kota 6x, 7t, 8r, oVI, 9qg, 101 11h
i promienie 0 6, Ol, OIl, 0 111, OlV, OV, OVI-, promieniem rodzacego
kota przetnijmy z | tukiem V a, z Il lukiem 2’ b, zIIl lukiem 3 ¢, z IV
lukiem 4' d, z V tukiem 5/, z VI tukiem 6'g; to o, a b, c d ¢f, g
bedg punktami potowy epicykloidy, ktorg dopetni¢ mozna podobnem wy-
nalezieniem reszty.

Jezeli koto rodzace i podstawowe maja rowne promienie, to w tym
przypadku epicykloida zowie sie linig sercowa (Herzlinie, [Cardiode]). Po-
czatkujacy moze nakresli¢ takg krzywa bez wskazanej figury.

Kreslenie poMuzonej epicykloidy polega na kreéleniu Fig. 223, z tg tylko
réznica, ze przy przedtuzonej epicykloidzie same tylko wspétsrodkowe kota
z O Fig. 224 kreslg sie zamiast rownolegtych tpr, ds,,.. Fig. 223.

§. 355.
Fig. 225. Kreslenie hypocykloidy.

Okresdlenie. Jezeli rodzace koto toczy sie wewnagtrz podstawowego kota,
to powstanie hypocykloida.

KreSlenie. tuk o1= oV = tuk. 1,2 = k. 1, 2 = tk. 2,3 = tuk.
2,3== — , bo rodzace koto podzielito sie na bardzo wielka ilo$¢ réwnych
czesci, a te rowne kawatki tukéw przeniosto sie na okrag kota podstawowego.

Nakre$lmy przez 1, 2, 3, 4, 5, 6 wspotsrodkowe tuki sr, tp, vo, VIn,
wm, x|, yk i promienie Oo, OV, 02, 03, 04, O5, O6'; przetnijmy z I,
I, i, v, Vv, VI lukami Va, 2'b 3'c, 4'f, 5'g, 6'h toa b cf, g h
sg punktami hypocykloidy.

Jezeli s$rednica rodzacego kota réwna sie promieniowi kota podstawo-
wego, to woéwczas hypocykloida zamienia si¢ na prosta, tj. na $rednice kota
podstawowego. Poczatkujacy moze sie przekonaé o prawdzie tego osobném
kresleniem wedlug powyzszego okreslenia. Jezeli w hypoeykloidzie promien
kota rodzacego jest cztery razy wiekszy od kota podstawowego, to powstatg
hypocykloido zowiemy astroida.

Krzywa ta ma te szczeg6lng wiasnos¢, ze jezeli do jakiegokolwiek jej
punktu poprowadzimy styczng, a j¢j dtugos¢ miedzy obiema osiami bedzie
zawsze stalg, to jéj punkta przeciecia po sobie nastepujgce utworzg éwiartke
astroidy. Jezeli to we wszystkich czterech katach prostych wykonamy, to
otrzymamy astroide.

§. 35(3.
Fig. 226. Kreélenie przedtuzonej hypocykloidy.

Okreslenie. Jezeli przy powstawaniu hypocykloidy punkt rodzacy a jest
zewngtrz okregu kota rodzacego, to powstanie hypocykloida przedtuzona.

Kredlenie. Skoro sie rodzace koto na wielkg ilos¢ rownych czesci po-
dzielito, a wielkosci te: O1= OV — 1T2 = V, 2'__ takze na okrag kota
podstawowego przeniesiono, poprowadzmy przez 1, 2, 3__ 10, 11, 0 promienie,
aby otrzyma¢ punkta podziatu «, /7y, d, gy kota zatoczonego promieniem Oa,
majacego z rodzagctm kotem wspélny $rodek; poprowadzmy nastepnie przez
ai ar Prir A V luki wspotsrodkowe z kotem podstawowém ; a przez 1', 2',
3", 4, 5', 6' promienie Ib, lle, Illd, Ve, Vf, Vlg; z I, II, IIl, IV, V przeciecia
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tukoéw bb‘, cc', 33, i Vlg — Vlg; toa, b, c, 35 e /', ¢ beda punk-
tami, ktére potaczone od reki dadzg zgdang przedtuzong hypoeykloide.

Uwaga. Jezeli promienn kota podstawowego dwa razy jest wiekszy od pro-
mienia toczacego sie kola, to przedtuzona lub skrécona hypocykloida zamienia
sie na elipsg; promienie rodzacego i toczacego sie kota moga mie¢ dowolny Sto-
sunek. Na tem polega mechaniczne urzadzenie kilkn elipsografow.

Rozwijajace koto.
(Kreisevolvente.)
8. 357.
Fig. 227. Kreslenie rozwijajacej koto.

Koto zatoczone promieniem OR dzielimy na dowolng, lecz o ile mo-
znosci wielka liczbe réwnych czesci, tak aby cieciwy nalezace do matych
kawatkow tukéw 1,2, 2,3, 3,4..".. prawie im byly réwne. Z punktéow po-
dziatu prowadzimy promienie 07, 02, 03, 04— , a do tych kreslimy pro-
stopadte //, 2e, 33..., 7n..., 12g.

Niech bedzie n. p. w punkcie 7 poczatek linii spiralnej, przenieSmy
kawatek tuku™ na prostopadtg a6, dwa kawatki tukéw o, 6 -f- 3, 7 na bS,
trzy kawatki tukow' 4,6 A- 576 -f- 3,7 na c4, na 33 cztery i t. d., wystawmy
sobie, jak gdyby naokoto catego kota nawinieto cienka, gietka, nierozeia-
galnag liuije, ktdrg zwolna odwijamy, przez to zgiecie okrag przedstawi sie
jako prosta. W ten sposob otrzymamy punkta a, b, ¢, &, ¢, /.. . linii odwinigtej
kota lub rozwijajacg koto. Tak samo otrzymamy punkta rozwijajacej gnop.

Jezeli przyjeto bardzo mate czesci tukdéw, to mozua nakreslic rozwija-
jaca za pomoca tukéw w nastepujgcy sposéb: Z punktu np. 6 zakreSlamy
promieniem 6)7 tuk 7«, z 5 promieniem 5a tuk ab, z 4 promieniem 4b tuk b,
z 3 promieniem 3c tuk cd i t. d.; ten sposdb kreslenia daje zblizong rozwijajaca.

/sza uwaga. Jezeli z punktéw g, h, k, I, m, n etc. wyprowadzimy prostopadle,
przeciwne kierunkowi ruchu stycznych, uczynimy je rowremi i wielokatnemi cze-
Sciami promienia kota, to krzywa, poprowadzona przez ich konce, jest przedtuzong
rozwijajgcg koto (verlangerte Kreisevolvente).

2ga uwaga. Prowadzac réwne prostopadie, z ktorych kazda jest wielokrotng
czescig promienia kola, na koncach stycznych do kota w kierunku ruchu stycznych
lub zwrdconych od kota, to ich koricowe leza na skrdconej rozwijajgcej kota (ver-
kirzte Kreisevolvente).

Linije slimakowate.
(Sehneckenlinien.)
8. 358.

Okreslenie. W poprzedniem uwazano koto jako rozwinietg krzywej (roz-
wijajacej), a otrzymang iinije spiralng (kotowo zwinietg linije) jako odwi-
nieta linije. Jezeli weZmiemy tak otrzymang linije spiralng za linije rozwi-
nietg nowej krzywej, t. j. jezeli weZmiemy rozwijajgcg za rozwinietg drugiej
rozwijajgcej, to otrzymamy S$limakowate (Slimakowo zwiniete) jako drugie
rozwijajace.

§. 351).
Fig. 228 i 229. Kredlenie ich wymaga co nastepuje:
Dany jest zarod $limakowatej. Fig. do 228.
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Kolo, w ktorem zwykle kazda S$limakowatg konczymy, zowiemy jej za-
rodem (das Auge); odpowiednio do warunku, jezeli zardd jest dany, nakre-
$li¢ odpowiednig S$limakowata.

W zardd wpisujemy kwadrat, przez punkt Srodkowy kreslimy do jego
bokéw rdwnolegte ac i bd, ktére dzielimy na trzy réwne czesci 1,5, 9.. 2, 6,
10..3,7,11.. 4, 8,12 i naznaczamy je liczbami, jak to fig. wskazuje. tgczymy
122,223, 3z4 it d, 9z10, 10z 11, 11 z 12, i przedluzamy te tgczace
linije, a wszystkie z wyjatkiem 4,5 i 8,9 sg réwnolegte do przekatni kwa-
dratu. Otrzymane dwanascie punktéw sg Srodkami dla ¢wiartek tukéw, z ktd-
rych tym sposobem kreslenia otrzymamy S$limakowats.

Rozpocznijmy od jednego z czterech wewnetrznych punktow 9, 10, 11
lub 12 w kwadracie. Punkt np. w 9, jako koniec przekatni, réwnolegtej do
9, 10, jest poczatkiem dla Slimakowatej. Naznaczona odlegtoscig zataczamy
tuk, przecinajacy przedtuzong 8,9 w r, Fig. 228; tuk zatoczony z 8 promie-
niem sr, przetnie przedtuzong 7.s w b, z 7 promieniem 7b przetniemy prze-
dtuzong s, 7 wn i t d., az wreszcie z 1 promieniem iy zatoczony tuk prze-
tnie 7/11 oe w/. Kreslenie to da nam S$limakowatg, ktorg vignoia zastésowat
do kapiteli jonickich stupdw.

Miejmy jeszcze na uwadze, ze, gdy rozpoczniemy w punkcie 12, S$lima-
kowata ma o jeden zwdj wigcc€j, a Oe doktadnie dziewieC razy diuzszg jest
anizeli promieA zarodu.

§. 360.

F|g 229 Kres$lenie $limakowatej wpisan¢j w prostokat ABCD

Obieramy prostokgt ABCD, ktorego boki sg najlepiej w stosunku 8 :9,
prowadzimy przekatnie BD, do niej prostopadlg EC; cztery tak utworzone
katy proste potowimy linijami FG i 1k,

W Il prostopadta do AB przecina EC w i; poprowadzona In przecina
BD w:2; 2« przecina ce W 3; 3,1 przecina BD w +. Dalej prowadzimy
przez » réwnolegtg do 111, ktéra przetnie vk« W ¢, aec Ws; przez s ro-
wnolegtg do In, ta przetnie FG wy i BD w s ; tak samo otrzymamy sq,
7r, 85, ot, 10v, @ postepujac tak dalej otrzymamy szereg punktéw (16 lub 17)
w zarodzie $limakowatej. Obacz fig. do 229.

W ten sposéb otrzymamy punkta 1, 2, 3, 4, 5__ jako $rodki i m, n, «,

I,a.p, <— na dhugosci promieni $limakowatej ztozonej z ¢wiartek kot.
Jezeli to kreslenie jest doktadne, to muszg zachodzi¢ nastepujace wa-
runki: 1n = Im i sg prostopadte do siebie, dalej muszg sie in, FG i sc

w punkcie n przecia€; 2« = 2n Sg do siebie prostopadie, 2«, nic i CD prze-
cinajg sie w punkcie «; 31 = 3k i =3k, W punkcie spotykajg sie znowu
trzy linije; tak samo 4q = 41 i L4z it d.

Majac Srodki 1, 2, 3,4 i dlugos¢ promieni im, 2n, 3k, 41, 5q ....
dla ¢wiartek két, to dosy¢ zatoczy¢ tuki, mianowicie: z i tuk mn, z 2 tuk n,
z3 tuk Id, z4 tuk 1 it. d., dopdki nie dopetnimy w punkcie 16 lub 17
¢wiartki kota do potkola, ktore bedzie zarodem Slimakowatej, a tak zakon-
czymy jej kreslenie.

Te Slimakowata zowiemy ze wzgleddéw analitycznych togarytmiczna 1i-
nijg spiralna.

§. 361.

Jezeli nakres$limy F|g 230 prosta mn i zatoczymy zjakiegokolwiek jej punkta O

promieniem 1,0

z jednej strony poétkole, potem z drugiej strony dwomao: z 1 potkole i znowu
Z pierwszej strony z o promieniem 02 pétkole i t. d., to otrzymamy spiralna
ztozong z potokregow.
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Kre$lenie roznych krzywych i potgczenia zebatki z latarka.

8. 362.
Kreslenie Fig. 231

ac LMN, zew dowolnych odlegtosciach poprowadzmy promienie ck,
di— , cd, ce, a po ohu stronach ich przecie¢ I, Il,... O...VI,...VIl z MN
odetnijmy réwne kawatki Ik — Il = liii — lim .... = Vile = VIIt — ()a
= Op, potaczmy od reki punkta k, h,g, ... a,...d,ei 1 m,...p,... st
otrzymamy Jconchoide czyli linije muszlowg Nikomedes$a.

Uwaga. Jako potudnik sprzezony uzyty do stupéw, nadaje im ksztatt piekny
wypukly.

8. 363.

Okreslenie krzywej, zwanej cissoida.

Niech bedzie dane koto o s$rednicy OA, z jej korca A wyprowadzmy
styczng T.

Poprowadzmy przez O dowolng ilo$¢ siecznych, przecinajacych styczng
w pojedynczych punktach; taka sieczna przecina na przykiad koto w punk-
cie N a styczng w punkcie P. Jezeli odmierzymy odlegtos¢ NP, t. j. ten ka-
watek siecznej, ktory od punktu przeciecia sie z kotlem az do punktu P ze
styczng T i przeniesiemy go z punktu O na sieczng drugim koticem ku punk-
towi P tak, abySmy otrzymali od OP kawatek OM = NP, to punkt M jest
punktem dssoidy.

8. 364

Okreslenie linii, zwanej krzywg Cassiniego.

Krzywg Cassiniego zowiemy te linije, w ktdrej iloczyn z odlegtosci
kazdego punktu od dwdch punktow danych jest zawsze staty.

Kreslenie. Niech bedzie AB osig krzywej Cassiniego, Ojej s$rodkiem,
punkta F i G niech bedg dane na AB w roéwnych odlegtosciach od O, tak
iz F pomiedzy 1 i O a punkt G pomiedzy B i O stale sa polozone; jezeli
wiec ¢ jest punktem tej krzywej, to musi Fc . Gc = a2; AO = BO = a.

Uwaga. Podtug ksztattu zowiemy te krzywag Cassiniego elipsg, albo Lemni-
skatg, lib nareszcie hyperbola Cassiniego.

§. 365.
Wykreslenie Fig. 232

przedstawia potgczenie zebatki (gezahnte Stange) z latarka (Drehling). Na zasa-
dzie kreslenia cykloidy mozemy nakresli¢ zebatke wprawiajacg w ruch jedno-
stajny latarke. Koto podziatowe 1', 5, 8, 12__ , przechodzace przez srodki 1',
5, 8-—cewek (Triebstocke), ktdrych ptaszczyzna biezy réwnolegle z deukami
latarki, niech ma promien dany R, jako tez prosta NS, bedgca styczng tego kota,
jest dang. Aby nakres$li¢ najpierw przeciecie latarki, dzielimy jej koto podziato-
we na tyle réwnych czesci, ile latarka ma cewek otrzymac, w tym przypadku
np. na oSm réwnych czesci, nastepnie wezmy w cyrkiel éwier¢ takiej czesci jako
promien i zatoczmy z punktéw 1,5, 8, 12,... oSm kot, ktdre oznaczajg prze-
ciecia takiej samej ilosci cewek. Zatem przestrzeh zajeta przez cewke réwna sie
przestrzeni zawartej pomigdzy dwoma obok siebie znajdujacemi sig cewkami.
Scisle biorac nie zachodzi ten przypadek, bo jezeli poprowadzimy Sre-
dnice cewki jako styczna prostopadta do promienia kota podziatowego, na-
lezgcego do ktorejkolwiek cewki, to ta Srednica bedzie lezata za kotem po-
dziatowem. Jak tylko ten przypadek zachodzi, to linija, ktéra taczy oba
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punkta, gdzie koto podzialowe przecina obwod cewki, jest cieciwg kota
cewki, zatem jest mniejszg od jej Srednicy.

Poniewaz jednak odpowiednio do wykreslenia srednica cewki byta réwng
odlegtosci miedzy cewkami, to rzeczywiscie nie Srednica, lecz cieciwa lezy na
kole podziatowem, szeroko$¢ miedzy cewkami bedzie wigksza anizeli szerokos¢
cewek. Ta roznica daje potrzebne wolne miejsce czesSci chwytajacych sie.
Aby miejsca miedzy zebami na zebatce mialy te samag wielko$¢, jaka jest
miedzy cewkami latarki, przenosimy z 1' na rozwinietg, t. j. wyprostowang
czes¢ kota podziatowego latarki, np. 1'2' na ~n s przedstawiajagcg podzialke
cewki tyle razy, ile razy potrzeba, a wtedy punkta 1', 5%, 9', 13",.... bedg
srodkami ustepoéw, a punkta 3', 7', 11', 15',.... Srodkami zebow. Przypusc-
my, iz po wykonaniu tego wykreslenia nie mamy jeszcze cewek tylko ich
srodki oznaczone, a mamy oznaczy¢ krzywizne zebéw wedtug cykloidy, prze-
chodzacej przez jakikolwiek punkt kota o promieniu R, zrodzonej ruchem
kota po NS, to wykreslimy zab nastepujgcym sposobem.

Wyobrazmy sobie $rodek takiej cewki na NS w 9' i toczmy koto po-
dziatowe w kierunku 5, to punkt 9 opisze cykloide 9'i,. Wyobrazmy sobie
Srodek drugiej cewki w 13", tak ze 9', 13' rowna sie wyprostowanej podziatce
miedzy dwoma cewkami na kole podziatowem i toczmy koto podziatowe
od 13' ku W, to punkt 13' opisze cykloide 13-, I.

Gdyby cewka nie miata grubosci, to zab miatby ksztatt po lewej stro-
nie v xw taki sam jak po prawej. Aby jednak dla $rednicy cewki nakre-
§li¢ ksztatt zeba, wezmy promien cewki w cyrkiel i zatoczmy koétka z do-
wolnych punktéw i, s, r, m, n.p. cykloidy xsxw w lewo; jezeli teraz nakre-
Slimy cykloide réwnolegta do kdétek, dotykajaca je, to otrzymamy postaé
i granice zeba. Nastepnie kopijujemy wedtug tego zeba reszte przystajgcych
zebow w miejscach e/, gn, k. Tu takze przyjmujemy jeszcze, ze ten zagb
w daném potozeniu porusza sie od lewej ku prawej. W praktyce ustepujemy
od tego warunku o tyle, ze szeroko$¢ zeba nieco mniejsza robimy od ustepu
miedzy zebami, aby unikngé¢ wielkiego tarcia, ktéreby byto, nia zapobiegtszy
mu. Ta roznica szerokosci wynosi zwykle ’fi<- WidzieliSmy, ze we wszyst-
kich dotagd wskazanych szczegétowych wykresleniach nie uwzglednialiSmy
roznicy szerokosci, bo skoro zab miat wlasciwy mu ksztatt, zmniejszato mu
sie ja o tyle, oile potrzeba bylo usunag¢ tarcie. Podstawe zebéw mozna utwo-
rzy¢ prostopadtemi, poprowadzonemu z podziatki, gdzieja cykloidy dotykaja,
na pierwotng linije zebéw; aby jednak nie ostabi¢ cewki i aby wiekszych
ustepébw miedzy zebami unikng¢, wystarcza 13 cze$cig kota podziatowego
zakresli¢ potkola, dotykajgce u dotu kazde dwie cykloidy; przytem uwazaé
nalezy na wolne miejsce miedzy cewkami, dlatego srodki tych potkoli pod
ns W o1y 5 o . przyjmujemy. Pomiedzy prostopadiemi an i mn niech
przeciecie poprzeczne cewki dotknie ksztattu zeba w punkcie 2+ i zostawmy
z prawej strony ustep podany wyzej przy 2+ pomiedzy przekrojem cewki
a zebem, ktdrego wierzchotek jest c. Polaczmy 1+ z o prostg 1+ 5, to 4 jest
punktem zahaczenia zeba cewki lezacej po prawej stronie, gdzie jest punkt
styczny. Wierzchy tych zebéw Scinajg sie zwykle, prowadzac przez punkta
s | 28 poziomg <\ 28. Co sie tyczy mechanizmu, wypada jeszcze wspomniec,
ze zab na prawo, ktérego Srodkiem jest cZ pcha cewke, ktdrej $rodek
jest § i nie powinien jej pierwej opuszczaé, az nastepny zab na lewo, kt6-
rego Srodkiem jest ab, rozpocznie dziatac.
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