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I. O liczbach w ogólności.

§. 1. Liczba jestto wyraz oznaczający ilość jednostek, 
zawartych w danej ilości. Tworzy się liczby przez liczenie, 
t. j. przez przybieranie po jednej takiej ilości, jaką się za 
miarę obrało:

1 +  1 +  1 + ............. a razy =  a . 1 =  a 1)
Ponieważ przy wielkiej ilości potrzebaby bardzo wiele 

wyrazów, przeto by tego uniknąć, używa się jednostek 
rozmaitych, ale zostających w pewnym, z góry oznaczonym 
stosunku do jednostki zasadniczej (pierwotnej). Od tego 
stosunku zawisł układ, w którym się liczbę podaje. Jeżeli 
g jednostek pewnego rzędu tworzą jednostkę rzędu wyż­
szego, natenczas liczba jest wyrażona w układzie gtowym. 
W takim układzie jest:

jednostka zasadnicza 1 =  g°
„ pierwszego rzędu l 1 =  g . g° =  g '
„ drugiego „ l II =  g . g , =  g s i t. d.

Podając liczbę w jakimkolwiek układzie należy podać: 
1) jakiemi jednostkami mierzono — 2) ile razy każda z tych 
jednostek w danej ilości się mieści. Więc

L =  a . g" - f  b . g”- 1 + ...........+  mg’ +  ng +  P

gdzie a, b, . . . .  są cyfry, a każda z nich może przybierać 
wszystkie całkowite wartości od 0 do g— 1.

Jeżeli g — 10, otrzyma się układ dziesiętny. Więc

L =  a . 10" +  b . 10"-1 - f  c .  10"-* + ......... +  m .lO 1
+  n . 10 +  p . 10° 2)
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Ponieważ od 10" do 10“ jest n +  1 jednostek, przeto 
wynika z tego:

1. Ilość miejsc jest o 1 większa od najwyższego wy­
kładnika jednostki. [Liczba L w 2) ma u -j- 1 miejsc].

2. Gdy a =  1 b =  c ■= . . . . =  o , L =  10“ .
8. W każdym innym razie jest

10n <  L <  10n+1 8)
z tego wynika: log 10n <C log L <C log 10“+1 

czyli: n <C log L <  n +  1
przeto log L =  n +  ułamek właściwy 4) 

Cecha Iogarytmu briggowskiego liczby całkowitej jest 
o 1 mniejsza od ilości miejsc.

§. 2. Odliczając od danej liczby po jednostce, otrzyma 
się w koxicu zero. Lecz można odliczać dalej, a wtedy 
otrzyma się :
0—1—1 — 1—.......a razy =  0 -  a =  —a = a .— 1 =  — l.a 1)

Liczbę (— a) mniejszą od zera nazywamy liczbą uje­
mną, a liczbę większą od zera liczbą dodatnią:

0-]-1 -|-1 —|-1 — . a razy =  0 +  a =  +  a — a . +  1 
Obydwie zaś razem nazywają się liczbami algebra- 

icznemi. Liczbę, przy której nie zważa się na to, czy ona 
większa lub mniejsza od ze ra , nazywa się liczbą bez­
względną.

§. 8. Obrawszy jednostkę zasadniczą, obiera się w razie 
potrzeby pewną, z góry oznaczoną (* )  część tejże za nową 
jednostkę.

Liczba oznaczająca ilość takich ułamkowych
jednostek nazywa się ułamkiem. Przeto:

T = T + T  +  - r  + ...........a razy =  a .  - f  1)
Gdy b =  10n , ułamek nazywa się dziesiętnym,

a ogólny wzór takowego jest , gdzie n oznacza ilość 
miejsc dziesiętnych.
Ponieważ a : b =  [§• L 1)] (a . 1) : b =  a . (1 : b) =  a. 
przeto według 1) w §. 3

2)
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§. 4. Jeżeli, wychodząc z pewnego punktu, przedsta­
wimy 1 odcinkiem na linii prostej, przypuśćmy w kierunku 
od lewej ku prawej, tedy obróciwszy tę jednostkę o 180", 
otrzymamy tę samą jednostkę co do bezwzględnej długości, 
ale przeciwną co do położenia. Jeżeli więc pierwsza przed­
stawiać będzie -j- 1, będzie druga — 1. Przeto — 1 = 4 - 1  
z obrotem o 180°. — Gdyby się zaś 4- 1 obróciło o 90" 
i połączyło koniec tego odcinka prostemi z końcami od­
cinków 4- 1 i — 1, powstałby trójkąt prostokątny, w któ­
rym 1 z obrotem 90" =  lw« byłby średnią geometrycznie 
proporcyonalną między -j- I a — 1. Przeto .

12au„ =  4- 1 • — 1 =  — l a  więc 1 9o« =  V — 1 =  i =  
jednostce urojonej.

Liczba, oznaczająca ilość jednostek urojonych, nazywa 
się liczbą urojoną, więc

i 4- i +  i 4~ • • ■ • a razy =  ai =. a . i =  a . 1 =  a90° 1)

Liczbą urojoną jest każdy pierwiastek parzysty z liczby 
ujemnej, albowiem na kierunku pierwszorzędnym nie ma 
takiej liczby, któraby podniesiona do parzystej potęgi dala 
liczbę ujemną. Każdą taką liczbę można przedstawić w na­
stępujący sposób:

2n 2n 2n 2n

f - «"= v d 7 =  v , .  v  I - • 4 / v t

=  b . \ f  -  1 =  bi 2>

§. 5. Liczby niewymierne nie są liczbami w ścisłem 
znaczeniu słowa (§. 1), albowiem nie ma takiej jednostki, 
ani całkowitej ani ułamkowej, którąby to wyrażenie licz­
bowe dokładnie wymierzyć można. Jeżeli bowiem w 4 
liczba a nie jest równa , tedy będzie

bn <  a <  (b 4  l)n czyli b ,<  \}a <  (b +  1)
n

zatem \J% =  b -f- liczbie mniejszej od jedności, a więc 
liczbą całkowitą być nie może.



6

Przypuśćmy tedy, że \Jn — ™ , gdzie ni przez p 
z powoda dopiero co podanego nie może być pod zielne, 
natenczas

mn ni rn m , ,a =  —- — — . — . — . . . .  n razy =  ułamkowi.
Pn P P P

Z przypuszczenia powyższego doszłoby się do niedorze­
czności, iż liczba całkowita (a) równa jest ułamkowi, przeto 
przypuszczenie samo jest niedorzeczne. Jeżeli zatem a

n
nie jest równe xn , natenczas y a_ nie może być ani liczbą 
całkowitą ani ułamkiem.

II. O działaniach na liczbach.

§. 6. D o d a w a ć  z n a c z y :  do j e d n e g o  d o d a j -  
n i k a  d o l i c z y ć  t y l e  i t a k i c h  j e d n o s t e k ,  i l e  i c Ii 
i j a k i e  z a w i e r a  d r u g i  d o d a j  n i k  Na podstawie 
tego twierdzenia udowadnia się wszystkie twierdzenia 
o dodawaniu. N. p.

a y z r y  4 -  (— b \T = 1 )  — a V ^ 1  — b V — 1

Albowiem według powyższego określenia i §. 1.

a V — 1 +  (— b \ J ~ T) =  a \J “ T  — V — 1 — V — T ~

— V --  1 .........b razy =  [§• 4. l)] a \ J ~ ' i  — b \/ — i
§. 7. Odejmowanie. Niech a — b =  r

ponieważ b =  b
przeto a — b +  b =  r -}- b 

czyli a =  r -j- b
zatem: O d e j m o w a ć  z n a c z y  z n a l e ź ć  t a k ą  l i c z b ę  
(r), k t ó r a b y w r a z  z o d j e m n i k i e m  (b) u t w o r z y ł a  
o d j e m  n ą  (a). Na tej podstawie udowadnia się wszystkie 
twierdzenia- o odejmowaniu N. p.

ai — (— bi) =  ai -f bi

albowiem ai -f bi -j~ (— bi) — ai -f- bi — bi =  ai =  odjemnej.
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§. 8. M n o ż y ć  z n a c z y ,  d o d a ć  m n o ż n ą  do s i e ­
b i e  t y l e  r a z y ,  i l e  m n o ż n i k  z a w i e r a  j e d n o s t e k .  
Z tego wynika, że mnożnik może być tylko liczbą niemia- 
nowaną, a gdy pozornie jest inaczej, natenczas pewnie 
nie samo mnożenie jest wskazane. N. p.

1. — a . — b =  -j- ab

Albowiem — a . — b =  [§■ 1)] — a . b . — 1

Ale — a . b =  — a -(- (— a) +  (— a) . . . . b razy =
— — a — a — a . . . b  razy — — ab 

przeto — a . — b =  ( - ab) . — 1 =  [§• ż. l)] — ( — ab) =  

=  0 — (—ab) =  0 -f- ab =  -f- ab.

2. a i . bi — — ab 
Albowiem według §. 4. a i . bi =  ai . b . i

A ponieważ ai . b =  ai —|— ai — ai -f- - . . .  b razy =  bai 
przeto ai . bi =  (bai). i =  [§- 4 1)] (bai)9u — — ba =  — ab 

8. L . - f  =  [§. 3. 2)] L . a : b =  La : b =  Lba

W ten sposób udowadnia się wszystkie prawidła
0 mnożeniu z wyjątkiem prawideł o mnożeniu potęg [§. 10]
1 pierwiastów [§. 11].

§. 9. Dzielenie. Niech a : b  =  p 
ponieważ b =  b

więc a : b . b — b . p 
czyli a =  b . p.

To znaazy: I l o r a z  ma  b y ć  t a k i ,  a b y  p o m n o ­
ż o n y  p r z e z  d z i e l n i k  d a ł  d z i e l n ą .  Na tej pod­
stawie udowadnia się wszystkie prawidła dzielenia. N. p.

1. — ai : — bi =  -f- -~

albowiem -{- — bi =  — ai

2. am : an =  am~u 
. an =  a™Albowiem am n
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§. 10. P o t ę g o w a ć  z n a c z y ,  p o m n o ż y ć  z a s a d ę  
( p i e r w i a s t e k )  t y l e  r a z y  p r z e z  s i e b i e ,  i l e  j e ­
d n o ś c i  z a w i e r a  w y k ł a d n i k  (I o g a r y  t m).

Na tej podstawie udowadnia się wszystkie twierdzenia 
o potęgach, z wyjątkiem dzielenia potęg (§. 9. przykład 
2.). N. p.

1. am . bm =  (ab)m
Albowiem am =  a . a . a . .........m razy

bm =  b . b . b .......... m razy
przeto a™ . bm =  (ab). (ab ). (ab)........ m razy =  (ab)"

9  r  m  -i m

[ i / T N i/:
I m  T g  m ra m __

Albowiem [ y T r ]  =  f i .  f i .  f i  . s razy =

m

=
P +  P

a

Ul

= \fps
a

§. 11. Twierdzenie o pierwiastkach — z wyjątkiem 
jak się pierwiastek podnosi do potęgi [§. 10. 2.] --  udo­
wadnia się na podstawie pewnika, że liczba się nie zmieni, 
jeżeli się ją do pewnej potęgi podniesie i ten sam wy­
ciągnie pierwiastek. Do jakiej zaś potęgi należy podnieść 
liczbę daną (po lewej stronie twierdzenia) i jaki z niej za 
razem wyciągnąć pierwiastek wskaże zawsze wykładnik 
pierwiastkowy twierdzenia (strona prawa). N. p.

1.
m D

l/T = ]/
Albowiem i:- m .

= V/[( j/Z)“] 1 = V/(“" = V/a _P
b
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in in m

\ /  A y a  : b

Albowiem ^  = ^  =  ^ / ( y -  : y j - J "  =

§. 12. L o g a r y t m  j e s t  to w y k ł a d n i k  (niewia­
domy), do k t ó r e g o  n a l e ż y  p o d n i e ś ć  d a n ą  z a ­
s a d ę ,  a b y  o t r z y m a ć  d a n ą  p o t ę g ę .  Na tej zasadzie 
udowadnia się twierdzenia o logarytmach. N. p.

1.
Albowiem
Ale
przeto

logb am =  m logba 
a =  bx więc x =  logb a
a™ =  bm x więc mx =  logb am

m . logb a =  logb am

Zamieniwszy pierwiastek na potęgę otrzyma się loga­
rytm pierwiastka.

2. logo l  = logo a — logo a

albowiem a =  cx więc x =  logo a
b =  cy więc y =  logc b

aprzeto ^ =  cx ~ y więc x -  y =  logo y

a gdy się za x i y powyższe wartości tu wstawi, otrzyma

się logo a — logo b =  logc -j*-

Jeżeli w ułamku b =  10m , a c =  10 natenczas

log - Qm- =  log a — log I0m =  log a - m  log 10 =  log a — m

z czego wynika znane prawidło, służące do oznaczenia 
cechy Iogarytmu ułamka dziesiętnego. [Cecha logarytmu 
liczby całowitej §. 1. 4)].

■z
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§. 13. O niektórych wyrażeniach liczbowych.

§. 9. 2.
I. a° =  1

Albowiem am : am =: am ~ m =  a"
am : a™Ale

przeto a° =  1 

II. a)

1

a-  n =  ■

am : a 1

1

Ale [§. 3. 2)] am : a1' =  

} rzeto a-

p ? a gdy p = : m - j -  n
— m -  “ =  a -  n

am am am _  1
ap a m  + n  a m 

1

. a11 an

n  ----

/?) an =

Albowiem
a ~ 

1 =  1

a~ u = 1
a“

przeto =  1 : 1 =  1 . an =  an1 a n an
III.

Albowiem

a~ n . a- p =  a - n~p 
1a~ “ = a11

a~ p = 1
aP~

przeto a~ n . a~ p =  - 1
n + pa =  [§. 13. II. «] a~ n - p

W ten sam sposób wykaże się, że wszystkie działania 
na potęgach o wykładnikach ujemnych wykonuje się według 
prawideł dla potęg o wykładnikach dodatnich.

IV.



Albowiem [§. H ] a “ =

nn

=  l / a '
m p m -f P

Albowiem [§ 13. IV.] a

m + p

W  ten sam sposób wykaże się, że wszystkie działania 
na potęgach o wykładniku ułamkowym wykonują się we­
dług tych samych prawideł, jak działania na potęgach 
•o wykładnikach całkowitych.

III, O podzielności liczi), o ułamkach i proporcjach.

§. 14. Wszystkie twierdzenia o podzielności udowa­
dnia się w ten sposób, że się liczby, których podzielność 
wykazać potrzeba, dzieli przez siebie, a następnie wyka­
zuje się na podstawie założenia, iż reszta równa się zeru, 
czyli — co na jedno wychodzi — że iloraz jest liczbą 
całkowitą. N. p.

1. Każde równanie jest podzielne przez swój czynnik 
pierwiastkowy.

Niech będzie p pierwiastkiem, więc x — p czynnikiem 
pierwiastkowym równania:
ax2 -j- bx c =  o przeto także ap2 +  bp -}- c =  o 1) 

Ale (ax2 -f- bx -f- c) : (x — p) =  ax +  ap -(- b
i reszta ap2 -f- bp c =  o według 1), przeto jest 
ax2 -}- bx -]- c przez x — p podzielne.

2. Wspólna miara (m) dzielnika (b) i reszty (r) jest 
zarazem miarą dzielnej (a).
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Y
Założenie : a*, b =  p -{—  ̂ oraz b : m =  c i r : m =  d

gdzie c i d są liczbami całkowitemu — Ze założenia wy­
nika :

, ,  ̂ a b . r , ,a =  b . p +  r przeto ----  = ---- . p 4------=  c . p +  d =1 1  ni m m
zz liczbie całkowitej.

3. Aby wykazać, jakie są cechy podzielności liczb 
układu dziesiętnego przez 2, 5, 4, 8, 10, 25, 100 i 1000 
należy tylko liczbę L [§-!-2)] przez one liczby podzielić.

Gdy chodzi o cechy podzielności przez 3, 9 i 11 
przekształca się ów wzór [§-1.2)] dodając i odejmując od 
każdej potęgi z 10 liczbą 1. Więc

L =  a(10»‘~ l  +  l ) + b  (l0n- ‘ - l  +  l) +  . . . . +
+  d(103— 1 +  l) +  f(10J -  14-1) 4 - g (10—1 + 1 )  +  h 2)

Gdy chodzi o podzielność przez 3 i 9 nadaje się temu 
następującą postać:

L =  a (10n — 1) 4- a 4~ b (10n_ 1 — 1) +  b + . . . .  +  
f (10* — 1) 4- f 4- g (10 — 1 - f g  +  b albo 

L =  a (10n — 1) 4- b (10?-' — 1) +  . . . .  +  f(102— 1) +  
+  g (10 — l) +  a +  b + . - . . .  + f +  g + h

i teraz obustronnie dzieli się przez 3 lub 9.
Jeżeli chodzi o cechę podzielności przez II, tedy, 

gdy n jesfliczbą parzystą, nadaje się równaniu 2) (§. 14) 
postać:
L =  a (10» — 1) - f  b (10n_ 1 4- 1) +  . .. . 4- d Q03 4-1) +  
+  f (10* — 1) +  g (1 0 +  1) +  a +  . . . .  +  f + g - ( b  +

4 - ............+  d +  h).
§. 15. Wartość ułamka się nie zmieni, jeżeli się jego 

licznik i mianownik przez tę' samą liczbę pomnoży albo 
podzieli.

Niech bowiem będzie a-: b =  x 1)

więc także [§• 3. 2)] = x
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Z 1) §. 15 wynika a =  bx 
ni — ni

przeto am — bmx i a : m =  (b : m) x
ale bm =  bm i b : m =  b : m

am ^przeto , -  =  x ;bm 1
a / a : m 
jo ' b : m =  x

Wstawiwszy za x powyżej podaną wartość wyniknie
a   am   . a   a : m

TT ~  bm ■“  X ' ~b b T ln

Gdy się zaś ułamki napisze w postaci dzielenia 
a : b =  am : bm i a : b =  (a : m) : (b : m) 

co wyraża znane twierdzenie o stosunkach.
Twierdzenie powyżej udowodnione służy — między 

innemi — do wykazania, jak się zamienia ułamek zwy­
czajny na dziesiętny.

a _ a . 10n _ a . 10“ : b _ a (10n . b) _ e
T> bTlO” b .10" : b W  ~  W T  2)

Ułamek ten będzie skończony, jeżeli 10“ jest

przez b podzielne, co wtedy będzie, jeżeli czynnikami liczby 
b są 2 i 5.

Jeżeli zaś b nie ma wcale czynników 2 i 5 natenczas 
ułamek jest peryodyczny czysty, a jego wzór ogólny:

J L  -  _A _ . (l i d i
b 10p ^  102p ^  103p ^ .......... 3)

gdzie d oznacza peryod o p cyfrach.
Jeżeli w mianowniku b oprócz czynników 2 i 5 są 

jeszcze inne czynniki, natenczas będzie ułamek peryody­
czny mięszany:

-a - — _ d -f- __ _____________________£___i_ 4)
b 10p ' I0p+m ~  iOp+2m r  ] 0p+3m ' '*” ’ '

gdzie d oznacza liczbę przed peryodem o p cyfrach, f zaś 
peryod o m cyfrach.

§. 16. Ponieważ stosunek liczb mianowanych jest 
równy stosunkowi takich samych liczb niemianowanycb,
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przeto każdą proporcyę ilościową można zamienić na pro- 
porcyę liczbową (z liczb niemianowanych złożoną). Udo- 
wodniając twierdzenia o proporcyach odnosi się je zawsze 
do proporcyi liczbowych.

Proporcya jest zestawieniem dwóch równych stosun­
ków, t. j. stosunków, których wykładniki są równe. Jeżeli 
zatem

a : b =  c : d więc a : b =  m z czego a ~  b . m

i c : d =  m „ d = —m
przeto ad =  bc

W k a ż d e j  z a t e m  p r o p o r c y i  i l o c z y n  w y r a ­
z ó w s k r a j n y c h  r ó w n a  s i ę  i l o c z y n o w i  w y r a z ó w  
ś r e d n i c h .  Tego twierdzenia używa się, aby udowodnić 
wszystkie inne twierdzenia o proporcyi. N. p.

Założenie: a : b =  c : d
Twierdzenie (a +  b) : b =  (c -f--d) : d 
Albowiem (a -j- b) . d =  b (c +  d) 

ab -f- hd =  bc — bd
więc ab =  bc jak to ze założenia wynika.

IY. O r ó w n a n i a c l i .

§. 17. Porządkowanie równań. Ze znanego pewnika 
wynika:

1. Równanie pozostaje równaniem, jeżeli się obydwie 
jego strony przez tę samą liczbę pomnoży. — Mnożąc przez 
najmniejszą wspólną wielokrotność mianowników, uwalnia 
się równanie od ułamków.

2. Równanie pozostaje równaniem, jeżeli się obydwie 
jego strony do tej samej potęgi podniesie. — Tego używa 
się, aby równanie uwolnić od pierwiastków, czyli sprowa­
dzić je do wymierności. Przytem starać się trzeba, aby 
pierwiastek z niewiadomej — jeżeli to tylko możebne — 
sam jeden po jednej stronie równania się znajdował.
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3. Równanie pozostaje równaniem, jeżeli się liczbę 
z jednej strony znaku równości przeniesie na drugą z prze­
ciwnym znakiem działania. N. p.

ax — b =  cx -j- d 
ponieważ — cx -f- b =  — cx -f- b

więc ax — cx =  b —|— d czyli (a — c) x =  b -|- d
ale a — c =  a — c

. b +  dwiec x =  -----------a — c
§. 18. Rozwiązywanie równań o jednej niewiadomej.
1. Równania pierwszego stopnia rozwiązuje się, prze­

nosząc niewiadomą na jedną a wszystkie liczby wiadome 
na drugą stronę równania.

2 Równania kwadratowe czyste rozwiązuje się, wy­
ciągając obustronnie drugi pierwiastek.

3. Równania drugiego stopnia mięszane trzeba przy­
wieść d o :

x2 -j- ax — b
, ć a \ 2 a 3 a ponieważ J =  —

więc xa +  a x +  ^ +  b

czyli ( x +  f ) ’ =  T -  +  b

z czego x =  — ■—  ±  y '  b

4. Równania wyższych stopni można zamienić na 
kwadratowe, jeżeli niewiadoma przychodzi tylko w dwóch 
potęgach, a wykładnik jeden jest 2 razy większy od dru­
giego. N. p.

ax6 +  bx3 =  c Podstawiwszy xE =  y, więc 
x 6 =  y 2 otrzyma się ay2 +  by =  c

2x____ x  ___ 2x

a \Jh -\- c -\Jb =  d Podstawiwszy \/b =  y,

więc \/b =  y 2 będzie ay +  cy2 =  d

«)

fi)
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5. Przy równaniach wykładniczych należy przede- 
wszystkiem na to zwrócić uwagę, czy je można logaryt- 
mować. Gdyby obydwie , albo choćby jedna strona ró­
wnania była sumą lub różnicą [§• 18. 4. przykład /3.]) naten­
czas uważa się je na razie jako niewykładnicze. Gdy zaś 
w równaniu nie ma wcale ani sum ani różnic, natenczas 
logarytmuje się je obustronnie. N. p.

(10‘2x)log x =  ^  więc log x (2 -j- log x) =  — 1 czyli

2 log x -f- (log x)'* =  —- 1 z czego log x =  — 1 więc x =  11T)

6. W równaniach odwrotnych wyłącza się najpierw 
wspólny czynnik z tych wyrazów, które mają równe współ­
czynniki, następnie w równaniach odwrotnych trzeciego 
stopnia

x3 +  ax2 -f- ax +  1 =  o przekształconych na
(x3 - f  1) -(- ax (x -f- 1) =  o

dzieli się całe równanie przez x +  1, a otrzyma się 
x2 +  (a — 1) x —f- 1 =  o 
Równania odwrotne 4° stopnia
x4 -p ax3 -4- bx2 +  ax +  1 =  o przekształcone na 
(x4 -j- 1) 4- ax (x2 4- 1) 4- bx2 =  o 

dzieli sfę przez x2, wskutek czego otrzyma się

(x 2 4- xt  ) +  a ( x — — ) +  b =  o 1)

A ponieważ x2 4~ 

przeto będzie (x -j-

1L = x - + A , + 3 _ S ! = ( x + i y , _ 2

- 4 )  - 2  +  a f-‘ +  1 - )  +  b =  » .

a gdy x 4- * =  y y 1 4- ay - f  b — 2 =  o

§. 19. Rozwiązywanie równań o kilku niewiadomych.
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1. Metoda podstawiania. Dane są równania: 
a x - f b y  =  c i a , x - j - b j  =  Ci

z pierwszego wynika x — ° ^ ^7 , a gdy się tę wartość 

wstawi w drugie — --—̂  -f- b,y =  c.

Równanie to należy rozwiązać, a otrzymaną wartość 
za y podstawić. Metoda ta zwłaszcza wtedy wygodna, 
gdy jeden ze współczynników a, a, , b lub b, jest równy 1.

2. Metoda porównania. Dane są równania :

ax +  by =  c c — bywięc x = ------- -a

aix +  b,y =  c. więc x = Ci — bty

c — by _  c, — b,yprzeto

z którem to równaniem należy postąpić jak wskazano 
wyżej.

3. Metoda równych współczynników. Dane są ró­
wnania :

ax +  by =  c i a,x -f- b,y =  c,
Mnoży się tedy każde równanie przez taką liczbę, 

aby współczynniki jednej z niewiadomych były równe. 
Nowy ten współczynnik ma być najmniejszą wspólną wie­
lokrotnością poprzednich. Przeto

b, cab ,x-f-bb ,y  
_  a,b x i  bbjy = bc,

z czego (ab, — a,b) x =  b,c . . b. c — bc,bc, więc x =  —£------—ab, ■— a, b
Korzystną jest ta metoda zwłaszcza wtedy, gdy jedna 

z niewiadomych już ma równe współczynniki, a używa się 
jej wyłącznie, gdy jest dane x -j- y =  s i x — y =  d , raz 
dodając raz odejmując te równania.

4. Metoda czynnika dowolnego. Jedno z dawnych 
równań

ax -j- by =  c i a ,x -f-b ,y  =  c,
3
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mnoży się przez dowolny czynnik (p) a drugie do tego
dodaje, więc

apx +  bpy =  pc
aix +  b,y =  Cj

przeto (a p - f  a, )x 4-  (bp 4-  b j  y =  cp +  cx 1)
kładąc teraz w 1) raz aP 4~ ai — 0 2)

drugi raz bp +  b, =  o 3)
otrzyma się (bp bt ) y =  cp +  c, i (ap +  a j  x — cp - f  ct

w pierwsze z tych równań podstawia się za p wartość 
z 2) w drugie wartość z 3).

Tych samych metod używa się do rozwiązania równań 
drugiego stopnia. Niekiedy można jednak sztucznym spo­
sobem łatwiej dojść do celu. N. p.

«) Dane jest x +  y =  a i xy =  b 
Wtedy z pierwszego x2 ±-2xy -j- y'1—  a 2 

z drugiego +  4xy =  4  4b
przeto (x ^  y)1 =  a 24  4b,

z czego x ^ y = ±  Va* — 4b

A teraz używa się metody równych współczynników.

/?) Dane jest x2 +  y2 =  a i x y : = b  
Natenczas x2 -)- y2 =  a

2xy -  2b_______

przeto (x +  y)'2 =  a - f  2b i (x — y)2 =  a — 2b
więc x +  y =  ±  \ a  — 2b i x — y =  ±  \/a — 2b

Poczem używa się metody równych współczynników.

y. Dane jest x 2 — y 2 =  a i x +  y =  b 
Natenczas (x2 -  y2) : (x 4  y) =  x ±  y =  a : b.
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V. O postępach i ich zastosowaniu.

§. 20. Postęp arytmetyczny jest takie następstwo 
liczb, w którem każda następująca jest od poprzedzającej 
o tę samą liczkę (±  d) większa. — Z tego wynika
3*2 —  “I- dj £Lg ___ —|— 2d.. . , 1)

Wyraz na sumę Sn — ~2~ (ai 4~ a» ) 2)

wyprowadza się, dodając n pierwszych członów raz w po­
rządku naturalnym drugi raz w porządku wręcz przeciwnym. 
Otrzyma się w ten sposób dwa równania, które należy do 
siebie dodać.

Aby pomiędzy An i An + t postępu arytmetycznego 
wstawić p nowych członów, któreby z danymi (An i An + i) 
tworzyły postęp arytmetyczny, należy pamiętać, że n (no­
wego postępu) =  p +  2, a, (nowego postępu) =  An , an
=  An + l.

Wartości te wstawia się w 1) §. 20 celem wyszukania 
nowego d.

§. 21. Postęp geometryczny jest takie następstwo 
liczb, w którem każda następna liczba jest stalą wielokro­
tnością (q) poprzedzającej. Z tego wynika

a2 =  a, q, a3 =  al q2............. an — a,qn_1 1)

Eównanie Sn =  a, -t- a,q - j - ........... -f- a, qn- i  należy
obustronnie pomnożyć przez q i odjąć od nowego, a otrzy­
ma się

a _  ai(q“ “  !) 2)k5n —r* iq -  1

gdy q >» 1. Jeżeli zaś q ■< 1, wyjmuje się w liczniku 
i mianowniku — 1 za nawias, a otrzyma się

_  a, (1 —qn ) 3)
bn “  1 — q

Jeżeli w tym ostatnim wypadku n — , natenczas
z uwagi, że
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/  1 \ n _  ł _  J t  _  1 _

l b j b» b°° cs>
otrzyma się z 3)

4)

Wzoru 4) używa się, aby ułamek peryodyczny za­
mienić na ułamek zwyczajny.

i - [§ '153,J t = w + t w + i | . ;  + ..............
Powyższy ułamek jest sumą postępu geometrycznego, 

w którym

d , d 
10Sp ‘ 10p

Tedy [§.21.4)]

d
103p

a   d
b W

d _
102p

10p .
d

I0p — 1

n . [ § 1 5 ,4 ) ] ^ - = ^  +  ^ 10p +

+
10 p + !

+  .

Ale
f f _  f . f _  1

' iop + m 10p + 3m 10p + 2m 10”

przeto +  S„ 5)

Według 4) §. 21. jest S„ =  1Q/ + m- : ( l — —

f . /10m — 1\ f
10P + m \ 10m / 10p (10m — 1)

przeto z 5) b 10P 10p (10m — 1)

d [10m — 1) -j— f _  (d 10” +  f) — d 
1 0 p  (1 0 ™  —  1 )  ( 1 0 m —  1 ) .  1 0 p
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Aby między An i An + i postępu geometrycznego wsta­
wić p członów, aby te z danymi tworzyły nowy postęp 
geometryczny, potrzeba w 1) §. 21 wstawić n =  p -)- 2, 
a, =  An , a„ =  An + i, a znajdzie się q nowego postępu.

§. 22. Rachunek procentu składanego. Procent 
składany jest wtedy, gdy kapitał końcowy (kapitał wraz 
z dochodem) po upływie pewnego czasu staje się kapitałem 
na następny okres takiego samego czasu. Dochód dolicza 
się do kapitału zwykle z końcem roku (kapitalizacya ca­
łoroczna), albo-co pół roku (kapitalizacya półroczna).

I. Kapitał K umieszczono na P%  procentu składanego, 
i ten kapitalizował się przez n lat. Jaki jest kapitał koń­
cowy (Kn )?
1 korona daje z końcem 1. roku l - ) - j | j  =  l +  p =  e koron 
e koron z początkiem 2-go roku dają z końcem tego roku, 
a więc po upływie 2-ch lat e . e =  e3 koron 
e J koron z początkiem 3-go roku dają z końcem 3 lat 
e . e3 =  e3 koron i t. d.

przeto 1 korona po upływie n lat uczyni e“

a więc Kn =  K . e" =  K (1 -+■ p)n 1)

II. Jeżeli kapitalizacya była półroczna, tedy w 1) za­
miast p należy podstawić zamiast n będzie 2n.

III. Kapitał r wkładano na P°/0 składany z począt­
kiem każdego roku. — Pierwsze r, kapitalizując się przez 
n lat, wzrośnie do -ko- kwoty [§• 22. 1)] ren i t. d .; ostatnie 
r do re, przedostatnie do re1, trzecie z końca do re 3 itd. 
Cały zatem kapitał końcowy wynosić będzie :
Kn =  re -f- re2 -f- re e —f- ......... , -f- ren =  re [1 -f- e +  e2 -j-

- f - ............em ~ ł ] czyli

K" =  "> [ Jr ć r f ]  = r C +  [ (1 +  pp° ~  ‘ ]  2)
jeżeli się znajdzie sumę postępu geometrycznego [1 +  e -f- 
. -j- en—_*]•
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IV. Kwotę r wkłada się na P°/0 składany przez n 
lat z końcem każdego roku. — Rachunek jest taki sam 
jak pod III. z tą różnicą, że pierwsza rata uczyni reu _ 1 , 
a ostatnia tylko r, przeto

Kn =  r -f- re -p re2 -j- . . . . -j- ren ~ 1 =; r [ L — e -f- e2 —
-f- .. . - f  en -  1 j czyli

V. Jeżeli kapitał kapitalizuje się przez n lat i m 
miesięcy, natenczas Kn po upływie n lat oblicza się według 
jednego z wyżej z podanych wzorów, od tego zaś Kn obli 
cza się dochód | rosty za m miesięcy i ten do Kn dodaje.

VI. Wszelkie zagadnienia z rachunku, w który wchodzi 
procent składany, są zastósowaniem przytoczonych tu wy­
padków, należy tylko pamiętać, że w interesach pienię 
żnych wszystko się zapisuje, a nic się nie maże. Wierzy-. 
ciel rachuje, ile mu się u dłużnika należy, jak gdyby ten 
mu nic a nic nie zwrócił, — dłużnik natomiast oblicza, ile 
się jemu u wierzyciela należy, jak gdyby on wierzycielowi 
nic nie byl winien. Dopiero tak obrachowane kwoty po­
równuje się. N. p. A sk'adal u B po r koron przez n 
lat z początkiem każdego roku na P% składany, aby po 
nylywie tych lat pobierać przez dalszych m lat rentę r, 
koron, a w końcu otrzymać gotówką b koron.

A rachuje: r koron po upływie n lat uczynią [§• 22.2)1

Te Ku kapitalizują się przez m lat jako jednorazowy, 
kapitał, przeto według §. 22. 1) należy mi się u B :

B rachuje: Należy mi się u A za r,, które mu przez 
m lat z końcem każdego roku wypłacałem [§• 22. 3)]
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Kr
r em — 1 1-  r ‘ L e — 1 J

A ponieważ ta kwota o b koron ma być mniejsza od 
kwoty K„ + m , przeto

Kn -f m -  K m =  b

rem  +  1

czyli

f e 1] -  '• [^ł] =  "
Teraz wyszukuje się z tego równania owa ilość, 

o którą chodzi.

VI. Eombinacye i twierdzenie Newtona o dwumianie.

§. 23. Przestawienia. — Niech Pa będzie liczbą prze­
stawień z n elementów. W pierwszej grupie tych przesta­
wień jest n elementów; przed każdym elementem i poza^ 
nimi jest 1 miejsce wolne, więc wszystkich miejsc wolnych 
jest n +  1. Wstawiając (n +  1) szy element kolejno na 
wolnych miejscach, otrzyma się z pierwszej grupy n +  1 
nowych grup. Taką samą ilość nowych przestawień otrzyma 
się z drugiej i każdej następnej grupy. Liczba zatem 
przestawień z n -{- 1 elementów będzie :

Pn + l =  Pn (a “f" 1)

Pamiętając, że P, — 1 i wstawiając w powyższem 
równaniu kolejno n =  1, 2, 3, . .  . . otrzyma się

Pn =  1 . 2 . 3 . 4 ........... (n -  1) . n =  n ! 1)

§. 24. Połączenia. Przypuśćmy, że z danych n ele­
mentów utworzono wszelkie połączenia po r elementów 
w grupie, i że liczba tych połączeń wynosi C*. W pierwszej 
grupie nie przychodzi n — r elementów z tych, które były 
dane, a gdy z tych po jednemu do pierwszej grupy bę­
dziemy dodawać, otrzymamy z niej n — r grup r +  1
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klasy. Tyleż grup otrzyma się z drugiej i każdej nastę­
pnej grupy, ze wszystkich więc danych grup otrzyma się 
nowych C' (n — r). — Tworząc jednak w ten sposób terna, 
kwaterna i t. d. przekonamy się, że każde terno powta­
rzać się będzie 3 razy, każde kwaterno 4 razy itd. przeto

+ 1 =  c-
( p  —  r )  

r +  1

Pamiętając, że CP =  n i podstawiając w powyższem 
równaniu r — 1, 2, 3 ,.........otrzyma się

cr _  n (n — lj (n 2) (n -  3 ) ............[n -  (r -  1)]
1 . 2 .  3 .  4 ...................... r

albo znalazłszy w ostatnim czynniku różnicę

C' =
n (n -  1) (n -  2) (n — 3 ).............(n +  1 -

1. 2. 3. 4............................ r

1)

§. 25. Waryacye.
czenia, przeto

Waryacye są przestawione połą-

v ;  =  c : . p. —(?) • 'i  • =

czyli Vn =  n (n — 1 (n — 2) ..

(n-j-l- r )  r , 

• (n +  1 -  r)

§. 26. Potęgi dwumianu. Pomnożywszy przez siebie 
dwumiany (x -f- a) . (x -|- b) . (x 4  c ) ......... w liczbie n i upo­
rządkowawszy iloczyn według potęg zasady x, otrzyma się:

( x - f a ) ( x - f  b ) ( x - f c ) , . . .  ~  xn 4  (a -j- b 4  c . . .  ) xn — 1
4  (ab +  ac + ...................+  bc +  bd + .................) xn -  2 4
-I- (abc 4  abd 4  ••• 4  hcd -f- ....) xn ~ J - f  .... -f- abcd....  1)

Z tego wynika, że drugi współczynnik jest sumą 
unionów, trzeci sumą amb i t. d. z n elementów.

Jeżeli a zr b =  c =  . .  . . natenczas
(x -f- a) (x -f- aj (x 4  a).. . .  — xn 4  (a 4  a 4 ---- ) xn -  1 4
4  (a5 4  a2 4 . . . )  xn -  2 4  (a3 4  a3 4 . . . )  x» -  *-+-...4 a”
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Liczba a, zajmując miejsca unionów, będzie się po­
wtarzać (f) razy [§, 24,1)], liczba a'2, zajmując miejsca arab, 
przychodzić będzie (”) razy i t. d. przeto

z powyższego wynika:

I. Współczynnik p +  1 członu od początku ma symbol

II. P +  l od końca C - p )
II. Wykładnikiem liczby a jest mianownik symbolu, 

a wykładnikiem liczby x różnica między licznikiem a mia­
nownikiem symbolu, będącego właśnie współczynnikiem. 

Ponieważ [§• 24. J)J

( n ), _  n ( n - i;l ( n - 2).. .. (u +  1 — p)(n - p l . .... ( P + l )
U - p J 1 . 2 . 3 ■ • P (p 4 -  ! ) ....... (n — P)
czyli

( 11 )1 _  n (n - 1) (n — 2 ) ......... (n —(— 1 •-  P)
\ n P / 1 . 2 . 3 .................. P zaś

(n) -  n
tn — 1) (n - 2 ) . . • • • (n +  1 — p)

\ P / 1 . 2 . 3 . • • . . . p przeto

( n - p) =  ( » 3) czyli

III. Współczynniki równo oddalone od początku 
i końca są sobie równe.

IV. Jeżeli n =  p natenczas z 3) wynika

/n 'l _  n (n — 1) (n — 2 ).......... 3 . 2 . 1  _  j «
W W 1 . 2 . 3 ........(n — 2) (n — 1) n ’
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Według tego można wzór 2) w §. 26 napisać we- 
formie

Gdy się w 6) podstawi n zz 2, 3. otrzyma się

(x +  a)2 =  (o) x2 +  ( i )  ax +  ( | )  a 2 =  x2 +  2ax +  x 2

(x +  a)3=  (o) +  ( i )  ax2 +  ( | )  a2 x +  g )  a 3 =

=  x3 -j- 3ax2 -f- 3a2x -f- a 3.

gi^o) <ćg^>--jo

Czcionkami Drukarni Ludowej we Lwowie.





M 42113/1
UP - Kraków BG

1050152558


