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I. O liczbach w ogdlnosci.

8 1. Liczba jestto wyraz oznaczajagcy ilos¢ jednostek,
zawartych w danej ilosci. Tworzy sie liczby przez liczenie,
t. j. przez przybieranie po jednej takiej ilosci, jakg sie za
miare obrato:

1+ 1+ 1+ arazy = a.l= a 1)

Poniewaz przy wielkiej ilosci potrzebaby bardzo wiele
wyrazOw, przeto by tego uniknaé, uzywa sie jednostek
rozmaitych, ale zostajgcych w pewnym, z gory oznaczonym
stosunku do jednostki zasadniczej (pierwotnej). Od tego
stosunku zawist uktad, w ktérym sie liczbe podaje. Jezeli
g jednostek pewnego rzedu tworza jednostke rzedu wyz-
szego, natenczas liczba jest wyrazona w uktadzie gtowym.
W takim ukladzie jest:

o

jednostka zasadnicza 1= g
” pierwszego rzedu Il = g.g°= ¢
” drugiego » = g.g,= gsit d

Podajac liczbe w jakimkolwiek uktadzie nalezy podac:
1) jakiemi jednostkami mierzono — 2) ile razy kazda z tych
jednostek w danej ilosci sie¢ miesci. Wiec

L= a.g"-f b.g’1+ ... + mg’+ ng + P

gdzie a, b, .... sg cyfry, a kazda z nich moze przybieraé
wszystkie catkowite wartosci od 0 do g—1
Jezeli g — 10, otrzyma sie ukfad dziesietny. Wiec

L=a.1.0" + b.10"-1-f c. 10"-* + ... + m.l01
+ n.10+ p.10° 2)



Poniewaz od 10" do 10 jest n+ 1 jednostek, przeto
wynika z tego:

1 1lo$¢ miejsc jest o 1 wieksza od najwyzszego wy-
ktadnika jednostki. [Liczba L w 2) ma u-j- 1 miejsc].

2. Gdy a= 1b=cm=....= 0, L= 10“.
8. W kazdym innym razie jest
10n< L < 10ntl 8)
z tego wynika: log 10n <C log L <C log 10“#1
czyli: n<ClogL < n+ 1

przeto log L= n+ ulamek wiasciwy 4)

Cecha logarytmu briggowskiego liczby catkowitej jest
0 1 mniejsza od iloSci miejsc.

8. 2. Odliczajac od danej liczby po jednostce, otrzyma
sie w koxicu zero. Lecz mozna odlicza¢ dalej, a wtedy
otrzyma sie:
0—1—1—1—....arazy = 0- a= —a=a.—1= —la 1)

Liczbe (—a) mniejsza od zera nazywamy liczbg uje-
mng, a liczbe wiekszg od zera liczbg dodatnia:

0-]-1-]-14-1— .arazy = 0+ a=+ a—a.+ 1

Obydwie za$ razem nazywajg sie liczbami algebra-
icznemi. Liczbe, przy ktérej nie zwaza sie na to, czy ona
wieksza lub mniejsza od zera, nazywa sie liczbg bez-
wzgledna.

8. 8. Obrawszy jednostke zasadniczg, obiera sie w razie
potrzeby pewng, z gory oznaczong (*) cze$¢ tejze za nowa
jednostke.

Liczba oznaczajgca ilo$¢ takich utamkowych
jednostek nazywa sie utamkiem. Przeto:

T=T+T + -r+ ... arazy = a. -f 1)
Gdy b = 10n, ulamek nazywa sie dziesiethym,
a ogOllny wzor takowego jest , gdzie n oznacza ilos¢
miejsc dziesietnych.
Poniewaz a : b= [ L D] (a.1):b=a.(1:b)= a
przeto wedlug 1) w & 3
2)



5

8. 4. Jezeli, wychodzac z pewnego punktu, przedsta-
wimy 1 odcinkiem na linii prostej, przypusémy w kierunku
od lewej ku prawej, tedy obrociwszy te jednostke o 180"
otrzymamy te samg jednostke co do bezwzglednej dtugosci,
ale przeciwng co do potozenia. Jezeli wiec pierwsza przed-
stawiaC bedzie - 1, bedzie druga — 1 Przeto —1=4-1
z obrotem o 180°. — Gdyby sie za$ 4- 1 obrdcito o 90"
i pofaczylo koniec tego odcinka prostemi z kohcami od-
cinkbw 4- 1 i — 1, powstatby tréjkat prostokatny, w ktd-
rym 1z obrotem 90" = Iw« bytby $rednig geometrycznie
proporcyonalng miedzy -j- | a — 1 Przeto .

132, = 4- 1le—1= —la wiec 1%%= V—1 = i =

jednostce urojonej.
Liczba, oznaczajgca ilos¢ jednostek urojonych, nazywa
sie liczbg urojona, wiec

i4-i1+ id4~eemwarazy = ai = a.i= a.1 = a® ]

Liczbg urojong jest kazdy pierwiastek parzysty z liczby
ujemnej, albowiem na kierunku pierwszorzednym nie ma
takiej liczby, ktoraby podniesiona do parzystej potegi dala
liczbe ujemna. Kazdg takg liczbe mozna przedstawi¢ w na-
stepujacy sposaéb:

2n 2n 2n 2n

f - «"=vd7-= v,. Vv | - e4/v t
= b.\f- 1= bi 2>

8. 5. Liczby niewymierne nie sg liczbami w Scistem
znaczeniu stowa (8 1), albowiem nie ma takiej jednostki,
ani catkowitej ani utamkowej, ktorgby to wyrazenie licz-
bowe dokfadnie wymierzy¢ mozna. Jezeli bowiem w 4
liczba a nie jest réwna , tedy bedzie

bn< a< (b4 Dn czylib,< Ja < (b+ 1)

zatem {J% = b -f- liczbie mniejszej od jednosci, a wiec
liczbg catkowitg by¢é nie moze.



Przypus¢my tedy, ze \Jn — ™ gdzie ni przez p
z powoda dopiero co podanego nie moze by¢ pod zielne,

natenczas

mn ni m m .
— — . — .... nrazy = ulamkowi.

Pm P P P
Z przypuszczenia powyzszego doszioby sie do niedorze-
cznosci, iz liczba catkowita (a) rownajest utamkowi, przeto
przypuszczenie samo jest niedorzeczne. Jezeli zatem a

a =

nie jest rowne xn, natenczas ya_ nie moze by¢ ani liczbg
catkowitg ani utamkiem.

I1. O dziataniach na liczbach.

8 6. Dodawa¢ znaczy: do jednego dodaj-
nika doliczy¢ tyle i takich jednostek, ile icli
i jakie zawiera drugi dodaj nik Na podstawie
tego twierdzenia udowadnia sie wszystkie twierdzenia
o dodawaniu. N. p.

ayzry 4- (—b\T=1) —aV"1l —bV—1
Albowiem wedtug powyzszego okreSlenia i 8 1
aV—1+ (—b\J~T)= aU“T —V—1—V—-T-~

— V-1 ... brazy = [B40D)] a\lJ~'i — b\V/—i
8. 7. Odejmowanie. Niech a—b=r
poniewaz b =

przeto a—b+ b r-+b
czyli a=r --b

zatem: Odejmowac¢ znaczy znalez¢ takag liczbe

(N, ktéraby wraz z odjemnikiem (b) utworzyta

odjem ng (a). Na tej podstawie udowadnia sie wszystkie

twierdzenia- o odejmowaniu N. p.
ai — (— bi) = ai -f bi

albowiem ai -f bi -j~ (— bi) — ai -f- bi — bi = ai = odjemnej.
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8 8 Mnozy¢ znaczy, doda¢ mnozng do sie-
bie tyle razy, ile mnoznik zawiera jednostek.
Z tego wynika, ze mnoznik moze by¢ tylko liczbg niemia-
nowana, a gdy pozornie jest inaczej, natenczas pewnie
nie samo mnozenie jest wskazane. N. p.

1 —a.—b= -j-ab
Albowiem — a.—b= @ 1] —a.b.—1
Ale —a.b= —a-(-(—a+ (—a)....brazy =
——a—a—a...b razy — —ab

przeto —a.—b= (-ab).—1= [&#zI])] — (—ab) =
= 0— (—ab) = 0-f-ab = -f-ab.
2. ai.bi— —ab
Albowiem wedtug 8 4. ai.bi= ai.b.i
A poniewaz ai .b= ai +ai —ai-f--... brazy = bai
przeto ai.bi= (bai).i= [&41)] (bai)u— —ba= —ab
8 L. -f = [832]L.a:b=La:b= In
W ten sposéb udowadnia sie wszystkie prawidia

0 mnozeniu z wyjatkiem prawidet o mnozeniu poteg [8. 10]
1 pierwiastow [8. 11].

8. 9. Dzielenie. Niech a:bh = p
poniewaz b= b

wiec a:b.b—b.p

czyli a=b.p

To znaazy: lloraz ma by¢ taki, aby pomno-
zony przez dzielnik dat dzielng. Na tej pod-
stawie udowadnia sie wszystkie prawidta dzielenia. N. p.

1 —ai:—bhi= -f- -~
albowiem -{- —bi= —ai

2. am: an= am-u
Albowiem amn.an= a™



8 10. Potegowaé znaczy, pomnozy¢ zasade
(pierwiastek) tyle razy przez siebie, ile je-
dnos$ci zawiera wyktadnik (logarytm).

Na tej podstawie udowadnia sie wszystkie twierdzenia
0 potegach, z wyjatkiem dzielenia poteg (8. 9. przykiad
2). N. p.

L am . bm= (ab)m
Albowiem am= a.a.3a...... m razy
bm= b.b.b...... m razy

przeto a™. bm= (ab). (ab). (ab)........ mrazy = (ab)"

[|/TN|/

Albowiem [yTr] = fi. . i . S razy =

m U

P+ P —f
= a -

8 11. Twierdzenie o pierwiastkach — z wyjatkiem
jak sie pierwiastek podnosi do potegi [8 10. 2] -- udo-
wadnia sie na podstawie pewnika, ze liczba sie nie zmieni,
jezeli sie jag do pewnej potegi podniesie i ten sam wy-
ciggnie pierwiastek. Do jakiej za$ potegi nalezy podnies¢
liczbe dang (po lewej stronie twierdzenia) i jaki z niej za
razem wyciggnaé pierwiastek wskaze zawsze wyktadnik
pierwiastkowy twierdzenia (strona prawa). N. p.

- im=y

Albowiem i : -

G2 U =



Albowiem * =N = N(y- :yj-I" o=

8 12. Logarytm jestto wyktadnik (niewia-
domy), do ktoérego nalezy podnie$§¢ dang za-
sade, aby otrzymac¢ dang potege. Na tej zasadzie
udowadnia sie twierdzenia o logarytmach. N. p.

L logh am= m logba
Albowiem a= bx wiec x = logb a
Ale aM= bmx  wiec mx = logb am
przeto m.logb a = logb am

Zamieniwszy pierwiastek na potege otrzyma sie loga-
rytm pierwiastka.

2. logo | = logo a — logo a
albowiem a= cx wiec x = logo a
b= cy wiec y = logc b
przeto A= X~y wiec X - y= logo y

a gdy sie za x i y powyzsze wartosci tu wstawi, otrzyma
sie logoa — logob = logc §*

Jezeli w utamku b = 10m, a ¢ = 10 natenczas
log -Qn= loga—IloglOm= loga-m log 10= loga—m

z czego wynika znane prawidlo, stuzace do oznaczenia
cechy logarytmu ufamka dziesietnego. [Cecha logarytmu
liczby catowitej & 1. 4)].
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8 13 O niektérych wyrazeniach liczbowych.

. a° = 1
Albowiem am: am=: am~ m= a" 8 0 2
Ale am:a™ 1

przeto a°= 1

. @ an=m

am:al —m- %= a-n

... _ am am am _ 1
Ale [8 3.2)] am:al = ap  am*o amo a1 an
}rzeto a-n — !
R an= _ _
Albowiem 1=1
a~u= 1
a
przeto an- l:a% = l.an= an
II. a~n.a- p= a-n-p
Albowiem a~ "= L
al
N 1
P= -
1
przeto a~N.a~p= -n+p = [8 13 Il. «] a~n-p

W ten sam sposob wykaze sie, ze wszystkie dziatania
na potegach o wyktadnikach ujemnych wykonuje sie wedtug
prawidet dla poteg o wyktadnikach dodatnich.

(AVA



Albowiem [8 H] a“ =

m p m-f P

Albowiem [§ 13 IV] a
m+ p

W ten sam sposob wykaze sie, ze wszystkie dziatania
na potegach o wyktadniku utamkowym wykonujg sie we-
dilug tych samych prawidet, jak dzialania na potegach
«0 wykladnikach catkowitych.

I11, Opodzielnosci liczi), o utamkach i proporcjach.

8. 14. Wszystkie twierdzenia o podzielnoSci udowa-
dnia sie w ten spos6b, ze sie liczby, ktorych podzielnosé
wykazac potrzeba, dzieli przez siebie, a nastepnie wyka-
zuje sie na podstawie zatozenia, iz reszta réwna sie zeru,
czyli — co na jedno wychodzi — ze iloraz jest liczba
catkowitg. N. p.

1 Kazde réwnanie jest podzielne przez swoj czynnik
pierwiastkowy.

Niech bedzie p pierwiastkiem, wiec x — p czynnikiem
pierwiastkowym rdwnania:
ax2--bx c¢= o przeto takze ap2+ bp-}c= o0 1
Ale (ax2-f-bx -f-c) : (x —p) = ax + ap -(-b
i reszta ap2-f-bp ¢ = o wedlug 1), przeto jest
ax2-} bx -]- ¢ przez x — p podzielne.

2. Wspdblna miara (m) dzielnika (b) i reszty (r) jest
zarazem miarg dzielnej (a).
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Y
Zatozenie : a~ b= p{—" oraz b:m= cir:m=d

gdzie ¢ i d sg liczbami catkowitemu — Ze zalozenia wy-
nika :

a=b.p+.r prze{\o a -2 p4—'————r—: c.p+' d=
Ry ni ' m '
zz liczbie catkowitej.

3. Aby wykazaé, jakie sg cechy podzielnosci
uktadu dziesietnego przez 2, 5, 4, 8, 10, 25, 100 i 1000
nalezy tylko liczbe L [8-!-2)] przez one liczby podzielic.

Gdy chodzi o cechy podzielnoSci przez 3, 9i 11
przeksztatca sie 6w wzér [8-1.2)] dodajac i odejmujac od
kazdej potegi z 10 liczbg 1. Wiec

L= a(l0»~I1 + 1)+b (On-“-1 + ) + ....+
+ d(103—1+ )+ f(10J- 14-1)4-g(10—1+1) + h 2)

Gdy chodzi o podzielno$¢ przez 3 i 9 nadaje sie temu

nastepujacg postac:
L=a(@n—N4-a4~b(0n_1—H+ b+.... +

f(0* —1)4-f4-g(10—1-fg + b albo

L=a@on—214b(10?-'—1) + .... + f(102— 1 +
+ g(@0—ND+a+ b+.-...+ f+ g+h
i teraz obustronnie dzieli sie przez 3 lub 9.

Jezeli chodzi o ceche podzielnosci przez I, tedy,
gdy n jesfliczbg parzysta, nadaje sie réwnaniu 2) (8. 14)
postac:

L= a(0» —1)-fb (10n_14-1) + ... .4-dQ034-1) +
+ f(10*—1) + g (10+ 1) + a+ .... + f+g-(b +

8. 15. Warto$¢ utamka sie nie zmieni, jezeli sie jego
licznik i mianownik przez te' sama liczbe pomnozy albo
podzieli.

Niech bowiem bedzie a-: b= x 1

wiec takze [& 3 2)] X

liczb
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Z 1) 8§ 15 wynika a = bx

ni— ni
przeto am —bmx i a:m= (b:m)x
ale bm = bm i b:m= b:m
am _ A a /a:m_

przeto o = X o' b:m_ %
Wstawiwszy za X powyzej podang warto$¢ wyniknie

a am . a a:m

TT ~ bm & X ' ~b bTIn

Gdy sie za$ utamki napisze w postaci dzielenia
a:b=am : bm i a:b=(G@:m:(b:m
co wyraza znane twierdzenie o stosunkach.
Twierdzenie powyzej udowodnione stuzy — miedzy

innemi — do wykazania, jak sie zamienia ulamek zwy-

czajny na dziesietny.

a __a.l10n _ a.l1l0“:b _ a(lOn.b) _ e

™ bTIO” b.10" :b W ~WT 2
Utamek ten bedzie skoriczony, jezeli 10“ jest

przez b podzielne, co wtedy bedzie, jezeli czynnikami liczby
bsg2ibh.

Jezeli za$ b nie ma wcale czynnikéw 2 i 5 natenczas
utamek jest peryodyczny czysty, a jego wzdr ogolny:

JL - _A_ . id i

b 0p ~ 10 A 10 N e 3)
gdzie d oznacza peryod o p cyfrach.

Jezeli w mianowniku b oprécz czynnikow 2 i 5 sg
jeszcze inne czynniki, natenczas bedzie ufamek peryody-
czny mieszany:

-a- — _d £ £ i 4
% op T0p¥m'~—iOrFFZﬂ—r—}0p+3n—'l—*” )
gdzie d oznacza liczbe przed peryodem o p cyfrach, f za$
peryod o m cyfrach.

8 16. Poniewaz stosunek liczb mianowanych jest
rowny stosunkowi takich samych liczb niemianowanycb,
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przeto kazdg proporcye iloSciowg mozna zamieni¢ na pro-
porcye liczbowa (z liczb niemianowanych ztozong). Udo-
wodniajac twierdzenia o proporcyach odnosi sie je zawsze
do proporcyi liczbowych.

Proporcya jest zestawieniem dwdch rownych stosun-
kéw, t. j. stosunkdw, ktdrych wykladniki sg réwne. Jezeli
zatem

a:b=c¢:d wiec a : b= m zczego a~ b.m
i c:d=m ” d:m
przeto ad = bc

W kazdej zatem proporcyi iloczyn wyra-
z6w skrajnych réwna sie iloczynowi wyrazow
Srednich. Tego twierdzenia uzywa sig, aby udowodnic
wszystkie inne twierdzenia o proporcyi. N. p.

Zatozenie: a:b=1c:d
Twierdzenie @+ b):b= (c-f--d) :d
Albowiem (a-j-b).d= b (c+ d)
ab -f-hd = bc— hd
wiec ab = bc jak to ze zatozenia wynika.

IY. O r6wnaniacli.

8. 17. Porzadkowanie rownan. Ze znanego pewnika
wynika:

1. Roéwnanie pozostaje rownaniem, jezeli sie obydwie
jego strony przez te sama liczbe pomnozy. — Mnozac przez
najmniejsza wspdlng wielokrotno$¢ mianownikéw, uwalnia
sie rownanie od ufamkow.

2. Réwnanie pozostaje réwnaniem, jezeli sie obydwie
jego strony do tej samej potegi podniesie. — Tego uzywa
sie, aby rownanie uwolni¢ od pierwiastkéw, czyli sprowa-
dzi¢ je do wymiernosci. Przytem staraé sie trzeba, aby
pierwiastek z niewiadomej — jezeli to tylko mozebne —
sam jeden po jednej stronie réwnania sie znajdowat.
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3. Rownanie pozostaje rownaniem, jezeli sie liczbe
z jednej strony znaku réwnosci przeniesie na drugg z prze-
ciwnym znakiem dziatania. N. p.
ax —b = cox+-d
poniewaz — cx -f-b = —cx f- b
wiec ax —cx = b—+4+d czyli @—c)x= b-|-d
ale a—c= a—c¢

wiec X = oo

8. 18. Rozwigzywanie réwnan o jednej niewiadome;j.

1. Réwnania pierwszego stopnia rozwiazuje sie, prze-
noszac niewiadomg na jedng a wszystkie liczby wiadome
na druga strone roéwnania.

2 Rownania kwadratowe czyste rozwigzuje sie, wy-
ciggajac obustronnie drugi pierwiastek.

3. Rdwnania drugiego stopnia mieszane trzeba przy-
wie$¢ do:

X2-j- ax —b
a poniewa? ca 32 - a3
wiec xa+ ax + N+ b

czyli (x + f )"= T-+ b

Z czego X= —m = y' b

4. Réwnania wyzszych stopni mozna zamieni¢ na
kwadratowe, jezeli niewiadoma przychodzi tylko w dwoch
potegach, a wykladnik jeden jest 2 razy wiekszy od dru-
giego. N. p.

«) ax6+ bx3= ¢ Podstawiwszy xE= vy, wiec

x6= y2otrzyma sie ay2+ by= c
2x 2x

i aVh -\-cAb = d Podstawiwszy \b = v,
wiec Vb = y2 bedzie ay + cy2=d
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5. Przy rownaniach wyktadniczych nalezy przede-
wszystkiem na to zwroci¢ uwage, czy je mozna logaryt-
mowaé. Gdyby obydwie , albo chocby jedna strona ro6-
wnania byfa sumg lub rdznicg [& 18. 4. przykiad /3.]) naten-
czas uwaza sie je na razie jako niewykladnicze. Gdy za$
w réwnaniu nie ma wcale ani sum ani réznic, natenczas
logarytmuje sie je obustronnie. N. p.

(10X)logx= "~ wiec logx 2-j-logx)= — 1 czyli
2log x f- (log X)*= —1 zczego logx = — 1 wiecx = 1)
6. W réwnaniach odwrotnych wylgcza sie najpierw

wspolny czynnik z tych wyrazéw, ktére majg rowne wspot-
czynniki, nastepnie w réwnaniach odwrotnych trzeciego
stopnia

x3+ ax2-f-ax + 1= o przeksztatconych na
(x3-f ) -(-ax (x-f-1)= o

dzieli sie cale rOéwnanie przez x + 1, a otrzyma sie
x2+ (@a—1) x+1=o0
Rownania odwrotne 4° stopnia
X4-p ax3-4-bx2+ ax + 1= 0 przeksztatcone na
(X4-j- 1) 4- ax (x24- 1) 4- bx2= o

dzieli sfe przez x2 wskutek czego otrzyma sie

(x24- xt)+ a(x ——) + b= o0 )]

A poniewaz x24~ 1L =x-+A ,+ 3 _ Sl=(x+iy,_ 2

przeto bedzie (X - -4) -2 + af+ 1-) + b= ».

agdy x4- * =y yl4-ay-fb—2= o0

8. 19. Rozwigzywanie réwnan o kilku niewiadomych.



17

1. Metoda podstawiania. Dane sg rownania:
ax-fby = ¢ i a,x-j-bj=4a

z pierwszego wynika x — ° ~A7 . a gdy sie te wartosé
wstawi w drugie — -—-—2 -f-by = c

Rownanie to nalezy rozwigza¢, a otrzymang warto$é
za y podstawi¢. Metoda ta zwlaszcza wtedy wygodna,
gdy jeden ze wspoétczynnikow a, a, , b lub b, jest rébwny 1

2. Metoda poréwnania. Dane sg réwnania :

ax + by = ¢ wigc X = 9_“_é_py
aix+ by = c. wiec x = d—bty
przeto © Y - &by

z ktérem to roéwnaniem nalezy postgpi¢ jak wskazano

Wyzej.

3. Metoda réwnych wspotczynnikbw. Dane sg ro-
whnania :

ax + by = ¢ i a,x f-by= ¢

Mnozy sie tedy kazde rdwnanie przez takg liczbe,
aby wspétczynniki jednej z niewiadomych byly rdéwne.
Nowy ten wspétczynnik ma by¢é najmniejszg wspolng wie-
lokrotnoscig poprzednich. Przeto

ab,x-f-bb,y b, ¢

_a,bxi bbjy= b,

z czego (ab, —a,b) x= b,c  bc, wiec x = ab w3 b

Korzystng jest ta metoda zwlaszcza wtedy, gdy jedna
z niewiadomych juz ma réwne wspétczynniki, a uzywa sie
jej wylacznie, gdy jest dane x--y = si x—y=d, raz
dodajac raz odejmujac te réwnania.

4. Metoda czynnika dowolnego. Jedno z dawnych
réwnan

ax-j-hby = ¢ i a,x-f-b,y = ¢

3
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mnozy sie przez dowolny czynnik (p) a drugie do tego
dodaje, wiec

apx + bpy = pc

aix+ by =40
przeto (ap-fa,)x4- (bp4-bjy= cp+ cx 1)
ktadac teraz w 1) raz aP4~ai —0 2)
drugi raz bp+ b, = o0 3)

otrzymasie (bp bt)y= cp+ ¢, i (ap+ aj x—cp-fct

w pierwsze z tych réwnan podstawia sie za p warto$¢
z 2) w drugie wartos¢ z 3).

Tych samych metod uzywa sie do rozwigzania réwnan
drugiego stopnia. Niekiedy mozna jednak sztucznym spo-
sobem fatwiej dojsé do celu. N. p.

«) Dane jest x+y= a i xy=»b
Witedy z pierwszego x2zx-2Xy -j-y'l— a2

z drugiego + 4xy = 4 4b

przeto x™ y)l = a24 4b,

Z Czego XNy =4+ Va*—4b

A teraz uzywa sie metody réwnych wspdiczynnikow.

/) Dane jest x2+ y2= a ixy:=b
Natenczas X2-)-y2= a
2xy - 2b
przeto x+ y)2= a-f2b i x—y)2= a—2b
wiec x+y=ztl\a—2bix—y=+Va—2b

Poczem uzywa sie metody réwnych wspoétczynnikow.

y. Dane jest X2—y2=a i x+y=
Natenczas x2- y2:(x4 y)= x+ty=a:bh
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V. O postepach i ich zastosowaniu.

8. 20. Postep arytmetyczny jest takie nastepstwo
liczb, w ktérem kazda nastepujgca jest od poprzedzajgcej
0 te samg liczke (£ d) wieksza. — Z tego wynika
- “bdji_  H-=2d. ., 1)

Wyraz na sume Sn— -2~ (ai 4~a») 2

wyprowadza si¢, dodajgc n pierwszych cztonéw raz w po-
rzadku naturalnym drugi raz w porzadku wrecz przeciwnym.
Otrzyma sie w ten sposob dwa réwnania, ktére nalezy do
siebie dodac.

Aby pomiedzy Ani An+t postepu arytmetycznego
wstawi¢ p nowych cztonéw, ktéreby z danymi (Ani An+i)
tworzyly postep arytmetyczny, nalezy pamieta¢, ze n (no-
wego postepu) = p + 2, a, (howego postepu) = An, an
= An+l.

Wartosci te wstawia sie w 1) 8 20 celem wyszukania
nowego d.

8. 21. Postep geometryczny jest takie nastepstwo
liczb, w ktérem kazda nastepna liczba jest stalg wielokro-
tnoscig (q) poprzedzajacej. Z tego wynika

a2= a, q, a3= alqg2............ an — a,qn_1 1

Edwnanie Sn = a, -t-a,9 -j-.ccceuene. f-a, gni nalezy
obustronnie pomnozy¢ przez q i odjg¢ od nowego, a otrzy-
ma sie

A ai(gqi‘ i ) 2)

gdy g > 1 Jezeli za$ q = 1, wyjmuje sie w liczniku
i mianowniku — 1 za nawias, a otrzyma sie

— av (1 _qn ) 3)
bn “ 1—q
Jezeli w tym ostatnim wypadku n— , natenczas
Z uwagi, ze



20

/I \n _ - T e otrzyma sie z 3)
4)

Wzoru 4) uzywa sie, aby utamek peryodyczny za-
mieni¢ na utamek zwyczajny.

i-[8'153Jt = w + tw + i|l.;+

Powyzszy utamek jest sumg postepu geometrycznego,
w ktorym

d , d d d _
109 “ 10p 10 10D
a d

Tedy [8.21.4)] bW 10p |
d

I0p —1

n. [§15,4)]-=~+ N 10p +
+
10p +!
f f f f 1

Ale ‘iop +m_ 10p+3am 10p+am 107

przeto + S, 5)

Wedtug 4) 8 21 jest S, = 1Q +m :(l— —

f . /10m— 1\ f
W0P+m \ 10m / 10p (10m—1)

przeto z5) b 10P  10p (10m—1)
d[10m—1)-j—F _ (d 10" + f) —d

10p (10™ — 1) (10m — 1). 10p
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Aby miedzy An i An+i postepu geometrycznego wsta-
wi¢ p czionéw, aby te z danymi tworzyly nowy postep
geometryczny, potrzeba w 1) 8§ 21 wstawi¢ n= p-)- 2
a, = An,a, = An+i, a znajdzie sie q nowego postepu.

8. 22. Rachunek procentu skltadanego. Procent
sktadany jest wtedy, gdy kapitat korcowy (kapitat wraz
z dochodem) po uptywie pewnego czasu staje sie kapitatem
na nastepny okres takiego samego czasu. Dochdd dolicza
sie do kapitatu zwykle z koncem roku (kapitalizacya ca-
foroczna), albo-co pdt roku (kapitalizacya pétroczna).

l. Kapitat K umieszczono na P% procentu sktadanego,
i ten kapitalizowat sie przez n lat. Jaki jest kapitat kon-
cowy (Kn)?

1 korona daje zkoncem 1. roku I-)-j|j = I+ p = ekoron
e koron z poczatkiem 2-go roku dajg z koncem tego roku,
a wiec po uptywie 2-ch lat e.e = e3koron
eJ koron z poczatkiem 3-go roku dajg z kohncem 3 lat
e.e3= e3koron i t. d.

przeto 1 korona po uplywie n lat uczyni e“

a wiec Kn= K.e"= K (1-mp)n 1)
II. Jezeli kapitalizacya byta pétroczna, tedy w 1) za-

miast p nalezy podstawic zamiast n bedzie 2n.

I11. Kapitat r wkladano na P°/0 skladany z poczat-
kiem kazdego roku. — Pierwsze r, kapitalizujgc sie przez
n lat, wzrosnie do ko- kwoty [& 22. 1)] ren i t. d.; ostatnie
r do re, przedostatnie do rel trzecie z konca do re3 itd.
Caly zatem kapitat koncowy wynosi¢ bedzie :

Kn= re-f-re2-f-ree—f........ ,-f-ren = re[l-f-e+ e2-j-
Sl em~ ] czyli

K'= ">[Jc¢rf] =rC+ [A+ p°~ *] 2)
jezeli sie znajdzie sume postepu geometrycznego [1 + e -f-
- en—*p
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IV. Kwote r wklada sie na P°/0 skladany przez n
lat z koncem kazdego roku. — Rachunek jest taki sam
jak pod Ill. z tg roznica, ze pierwsza rata uczyni reu_1,
a ostatnia tylko r, przeto

Kn = r-f-re-pre2-j-....--ren~ 1=, r[L—e-f-e2—
-f-.. . -fen- 1 czyli

V. Jezeli kapitat kapitalizuje sie przez n lat i m
miesiecy, natenczas Kn po uptywie n lat oblicza sie wedtug
jednego z wyzej z podanych wzoréw, od tego za$ Kn obli
cza sie dochdd |rosty za m miesiecy i ten do Kn dodaje.

VI. Wszelkie zagadnienia z rachunku, w ktéry wchodzi
procent skiadany, sg zastésowaniem przytoczonych tu wy-
padkow, nalezy tylko pamietaé, ze w interesach pienie
znych wszystko sie zapisuje, a nic sie nie maze. Wierzy-.
ciel rachuje, ile mu sie u dtuznika nalezy, jak gdyby ten
mu nic a nic nie zwrécit, — dtuznik natomiast oblicza, ile
sie jemu u wierzyciela nalezy, jak gdyby on wierzycielowi
nic nie byl winien. Dopiero tak obrachowane kwoty po-
rownuje sie. N. p. A sk'adal u B po r koron przez n
lat z poczatkiem kazdego roku na P% skiadany, aby po
nylywie tych lat pobieraé przez dalszych m lat rente r,
koron, a w koncu otrzymaé gotéwka b koron.

A rachuje: r koron po uptywie n lat uczynig [&222)1

Te Ku kapitalizujg sie przez m lat jako jednorazowy,
kapitat, przeto wedlug 8 22. 1) nalezy mi sie u B:

B rachuje: Nalezy mi sie u A za r,, ktére mu przez
m lat z koncem kazdego roku wyptacatem [& 22 3)]



23

K { [em— 1
e | e—1

A poniewaz ta kwota o b koron ma by¢ mniejsza od
kwoty K,, + m, przeto

I RINE

Teraz wyszukuje sie z tego rownania owa ilos¢,
o ktorg chodzi.

VI. Eombinacye i twierdzenie Newtona o dwumianie.

8. 23. Przestawienia. — Niech Pa bedzie liczbg prze-
stawien z n elementéw. W pierwszej grupie tych przesta-
wien jest n elementow; przed kazdym elementem i poza”
nimi jest 1 miejsce wolne, wiec wszystkich miejsc wolnych
jest n + 1. Wstawiajagc (n + 1) szy element kolejno na
wolnych miejscach, otrzyma sie z pierwszej grupy n+ 1
nowych grup. Taka samg ilos¢ nowych przestawien otrzyma
sie z drugiej i kazdej nastepnej grupy. Liczba zatem
przestawien z n-{- 1 elementéw bedzie :

Pn+l= Pn (a “f'1)

Pamietajgc, ze P, — 1 i wstawiajgc w powyzszem
robwnaniu kolejno n= 1, 2, 3, .. ..otrzyma sie

Ph= 1.2.3.4...... (n- 1).n= n! 1)

8. 24. Potgczenia. Przypusémy, ze z danych n ele-
mentéw utworzono wszelkie potgczenia po r elementow
w grupie, i ze liczba tych polaczen wynosi C*. W pierwszej
grupie nie przychodzi n —r elementdw z tych, ktére byty
dane, a gdy z tych po jednemu do pierwszej grupy be-
dziemy dodawaé, otrzymamy z niej n—r grup r+ 1
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klasy. Tylez grup otrzyma sie z drugiej i kazdej naste-
pnej grupy, ze wszystkich wiec danych grup otrzyma sie
nowych C' (n —r). — Tworzac jednak w ten sposob terna,
kwaterna i t. d. przekonamy sie, ze kazde terno powta-
rza¢ sie bedzie 3 razy, kazde kwaterno 4 razy itd. przeto

(b — 1)

tl= ¢y

Pamietajac, ze (P= n i podstawiajagc w powyzszem
rownaniu r—1, 2, 3,........ otrzyma sie

cr_nn—Ilj(n 22 (- 3)uunnn. [n- (r- 1]
1.2, 3. 4 i r
albo znalaztszy w ostatnim czynniku réznice
1)

= L0203 Ao, r

8 25. Waryacye. Waryacye sg przestawione pota-
czenia, przeto

Vi= ci.p.—(?) *'i o= (n-j-I-r) r,

czyli Vh= n(n—1(nh—2).. eh+ 1- 1)

8. 26. Potegi dwumianu. Pomnozywszy przez siebie
dwumiany (x f-a) . (x-|-b) . (x4 ¢)........ w liczbie n i upo-
rzadkowawszy iloczyn wedtug poteg zasady x, otrzyma sie:
(x-fa)(x-f b)(x-fc),... ~xn4 (@a-j-b4 c...)xn—1
4 (@ + ac + . + bc+ bd +
-l- (bc4 abd 4 e4 hed f-..)xn~J-f ...-f-abcd.... 1)

Z tego wynika, ze drugi wspo6iczynnik jest sumg
uniondw, trzeci sumg amb i t. d. z n elementow.

Jezeli azrb= c= .... natenczas
(x-f-a) (x-f-aj (x4 a)....—xn4 (@4 a4 —)xn- 14
4 (a54 a24...) xn- 24 (a34 a34...) x»- *-+-..4 @a”
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Liczba a, zajmujagc miejsca uniondéw, bedzie sie po-
wtarzaé (f) razy [§ 24,1)], liczba a2, zajmujgc miejsca arab,
przychodzi¢ bedzie (”) razy i t. d. przeto

Z powyzszego wynika:
I. Wspoiczynnik p + 1 cztonu od poczatku ma symbol

. od konca
P+ | C-p)

. Wykitadnikiem liczby a jest mianownik symbolu,
a wyktadnikiem liczby x rdéznica miedzy licznikiem a mia-
nownikiem symbolu, bedacego wiasnie wspdiczynnikiem.
Poniewaz [§ 24. JJ

(‘ ) n(n-il(n-2)... u+ 1—p)n-pl. . (P+I)
by 1.2.3 wp(p4-1)... (n—p)

czyli
( n )1_ nin- HDMO—2)... (N1 p)
\'n P 1.2.3 e P zas
th —1)(n -2).. eee(n+ 1 — p)
\(p)-n 1.2.3.¢0e...p przeto
(n-p) = (» 3) czyli

I11.  Wspétczynniki réwno oddalone od poczatku
i konca sg sobie réwne.
IV. Jezeli n= p natenczas z 3) wynika

'l nin—1) (n—2)...... 3.2.1 _ j «
W W 1.2.3 . (h—2(n—1) n ’
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Wedtug tego mozna wzér 2) w 8§ 26 napisaC we-
formie

Gdy sie w 6) podstawi n zz 2, 3. otrzyma sie

(x+ a)2= (0) x2+ (i) ax+ (]) a2= x2+ 2ax + x2

(x+ a)3= (0) + (i) ax2+ (|) a2x+ g) a3 =
= x3 -- 3ax2 -f- 3a2x -f- a3.

gi‘o)  <Cg™>-jo

Czcionkami Drukarni Ludowej we Lwowie.
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