ROZDZIAL 1

Relacje ro6wnowaznosci

DEerINICJA 1. Relacje R € X x X nazywamy relacjg rownowaznosci
lub réwnowaznoscig w zbiorze X, jezeli R jest relacja zwrotna, symetryczna
i przechodnig.

PRzZYKEAD 2. Relacja =3C Z x Z (przystawania modulo 3) okreslona
wzorem
m=3n<3|(m—n)

jest relacja rownowaznosci.

DEFINICJA 3. Niech R C X x X bedzie relacjg rownowaznosci, X # ().
Niech z € X. Zbior
[z]r ={y € X : 2Ry}
nazywamy klasqg rownowaznosci lub klasq abstrakcji relacji rownowaznosci
R wyznaczong przez element z. Element x nazywamy reprezentantem klasy
abstrakeji [z]g.

Jezeli relacja R jest ustalona, to dla uproszczenia piszemy [z]| zamiast [z]g.

UWwWAGA 4. Niech X bedzie dowolnym, niepustym zbiorem, R - relacja
okreslong w zbiorze X . Wtedy dla dowolnego x € X jest [z] € P(X)\{0}.

TWIERDZENIE 5. Niech X bedzie dowolnym, niepustym zbiorem, R C
X x X - relacjg réownowaznosci, a,b € X. Wtedy nastepujgce warunki sq
rOWNoOWazne

(i) [a] N [b] # 0,
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(ii) aRb,
(i) [a] = [o]

DEFINICJA 6. Niech R C X x X bedzie relacjg rownowaznosci, X # ().
Zbior

X/R=A{[z] .z € X}

nazywamy zbiorem ilorazowym zbioru X wzgledem relacji R.

DEeFINICJA 7. Niech X bedzie dowolnym, niepustym zbiorem. Zbior
D(X) C P(X) nazywamy podziatem zbioru X, jezeli

(1) Yaepx)[A # 0],
(ii) Yagepx)[A# B= ANB =10,

(i) UD(X) = X.
TWIERDZENIE 8. Niech R bedzie relacjg rownowaznosci okreslong nie-
pustym zbiorze X . Wtedy zbior

X/R={[z] :x € X}

jest podziatem zbioru X . Odwrotnie, jezeli D(X) jest podziatem niepustego
zbioru X, to relacja

Rpxy ={(z,y) e X x X : Juepix): (€ ANy € A)}
jest relacjq rownowaznosci w zbiorze X, przy czym X/Rpx) = D(X).
Twierdzenie to nazywamy zasadg absrakcyi.

PRzYKEAD 9. Niech =3C 7Z x Z bedzie relacja przystawania modulo 3.
Wtedy

0] ={a€Z:3|(a—0)} ={3k, kecZ},
M ={a€Z:3|(a—1)} ={3k+1, keZ}
2] ={a€Z:3|(a—2)}={3k+2, keZ}.

oraz

Z | =5={[0], [1], [2]}-



